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Abstrak

Virus yang menyerang sistem pernapasan manusia yang muncul
pertama kali di provinsi Wuhan, China yang dikenal dengan nama
COVID-19 (SARS COV2 n-corona virus). Dalam rangka mengurangi
penyebaran virus, beberapa strategi dilakukan oleh pemerintah.
Pada studi ini, model matematika penyebaran COVID-19
dikembangkan dalam bentuk sistem persamaan diferensial,
dengan tujuh variabel yaitu individu susceptible, exposed, infected,
quarantined-1 (individu terpapar yang dikarantina), quarantined-2
(individu terinfeksi yang dikarantina), hospitalized (individu yang
dirawat inap) dan recovered. Model tersebut mempunyai titik
kesetimbangan non endemik (bebas penyakit) dan endemik. Titik
kesetimbangan non endemik stabil jika bilangan reproduksi dasar
kurang dari satu. Sebaliknya, titik kesetimbangan endemik stabil
jika bilangan reproduksi dasar lebih dari satu. Verifikasi dari
model yang telah dikembangkan dilakukan melalui simulasi
numerik dengan menggunakan data dari Provinsi Jawa Tengah.
Dari hasil simulasi diperoleh bahwa karantina yang ketat
berpotensi berhasil mengurangi dan menghambat penularan virus
Covid-19.
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PENDAHULUAN

Coronavirus adalah keluarga besar virus yang ditandai dengan
berbentuk mahkota paku di permukaan mereka. Saat ini, ada tujuh
jenis virus corona yang teridentifikasi yang dapat menular antar
manusia. Coronavirus paling berbahaya yang diketahui hingga saat
ini tahun adalah MERS-CoV dan SARS-CoV, dan mereka telah
menyebabkan penyakit parah, seperti MERS dan SARS, masing-
masing pada tahun 2003 dan 2012 (Arino, ] & Portet, S., 2021;
Telles, C. R. et all, 2021). Namun, pada akhir tahun 2019, di
Wuhan,Cina, wabah epidemiologi baru COVID-19 muncul; itu
disebabkan oleh yang baru virus corona yang disebut SARS-CoV
(Solisetal., 2021).

Pada tanggal 31 Desember 2019 di Wuhan, Cina, telah
dilaporkan terdapat kasus pneumonia misterius yang tidak
diketahui penyebabnya. Setelah diteliti lebih lanjut, ditemukan
bahwa penyakit tersebut disebabkan oleh infeksi dari virus tipe
baru yang merupakan keluarga coronavirus, yang kemudian diberi
nama 2019 novel Coronavirus (2019-nCoV). Pada tanggal 11
Februari 2020, WHO (World Health Organization) memberi nama
virus baru tersebut SARS-CoV-2 (Severe Acute Respiratory
Syndrome Coronavirus-2) dan nama penyakitnya COVID-19
(Coronavirus Disease 2019) (Mishra et al., 2020)

Mengikuti himbauan WHO untuk membatasi, mengontrol,
menunda dan mengurangi dampak COVID-19. Untuk mengatasi
situasi pandemik ini, berbagai negara, termasuk Indonesia, telah
melakukan sistem karantina untuk menekan angka penularan
COVID-19. Pemerintah Indonesia menerapkan beberapa kebijakan
untuk mengurangi penyebaran virus. Pembatasan Sosial Berskala
Besar (PSBB) merupakan salah satu jenis penyelenggaraan
kekarantinaan kesehatan di wilayah, selain karantina rumabh,
karantina rumah sakit dan karantina wilayah.

Dalam situasi pandemik wabah COVID-19, selain
perkembangan ilmu kedokteran dan medis yang memiliki peran
utama dalam penanggulangan COVID-19, bidang ilmu lain yang
juga memiliki peran penting dalam penanggulangan COVID-19,
salah satunya bidang ilmu matematika yaitu pemodelan
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matematika. Menurut Widowati dan Sutimin, 2013, pemodelan
matematika merupakan bidang matematika untuk
mempresentasikan dan menjelaskan permasalahan pada dunia
nyata ke dalam bahasa matematika, sehingga diperoleh
pemahaman dari permasalahan dunia nyata yang lebih tepat.
Pemodelan matematika, melalui persamaan diferensial, dapat
diaplikasikan untuk merepresentasikan fenomena perubahan,
salah satunya yaitu dalam bidang biologi, termasuk bidang
Kesehatan (Deng, X & Kong, Z., 2021; Ala’raj, M., Majdalawieh, M.,
& Nizamuddin, N., 2021).

Dalam berbagai kasus penyebaran penyakit, model epidemik
yang digunakan untuk merepresentasikan fenomena epidemi
adalah model klasik Suspected, Infected, and Removed (SIR) dan
Suspected, Exposed, Infected, and Removed (SEIR). SEIR merupakan
model modifikasi dari model SIR yang sebelumnya sudah
digunakan (Bowong, S & Tewa, J. ], 2009; Huo, H. F. & Zou, M. X,,
2016; Erandi et al, 2020 ). Model ini dibangun dengan
menggunakan sistem persamaan diferensial nOn-linear untuk
memprediksi penyebaran Covid-19. Pengembangan model
kompartemen dari epidemi Covid -19 dengan model SEIHR (
Rahman,B et al, 2021) dan berbagai penelitian penyebaran Covid-
19 (Ndairou,F et al, 2020; Radha, M & Balamuralitharan, S., 2020;
Serhani,M & Labbardji, H., 2020; Sugiyanto, S & Abrori, M., 2020).
Persamaan matematis juga dapat digunakan untuk menentukan
efektivitas treatment, untuk mencegah penyebaran virus
(Cullenbine, C. etal., 2021).

Selanjutnya, diperlukan kebijakan untuk mengantisipasi
peningkatan  kasus, memperlambat atau menghentikan
penyebaran virus. Dengan mengidentifikasi kebijakan yang tepat
untuk diterapkan. Pendekatan model sistem dinamik sangat
penting untuk memprediksi kondisi masa depan dari hasil simulasi
serta skenario yang dapat dipilih. Analisis interaksi antar variabel
yang paling berpengaruh dapat membantu menentukan
sensitivitas parameter terkait. Hal ini dilakukan untuk mengetahui
perilaku sistem di sekitar titik ekuilibrium non-endemik dan
endemik.
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Dalam pembahasan ini dilakukan modifikasi dari model
yang telah dipublikasikan (Hu, Z et all, 2020) merepresentasikan
faktor karantina dalam model tersebut. Namun mengabaikan
angka kelahiran natural dan angka kematian natural, serta
dilakukan penambahan kompartemen hospitalized.

Pada model yang diusulkan terdapat tujuh kompartemen yaitu
rentan (S), terpapar (E), terinfeksi (I), quarantined-1 (Qi),
quarantined-2 (Qz), rawat inap (H) dan sembuh (R) untuk
membahas perkembangan COVID-19 dan memperkirakan
puncaknya pandemi COVID-19.

Pengembangan Model Penyebaran Virus Covid-19 dengan
Variabel Karantina

Misalkan dalam suatu populasi terdapat individu-individu yang
rentan (susceptible), terpapar (exposed) dan terinfeksi (infected)
COVID-19. Dalam model ini angka migrasi diabaikan. Diasumsikan
bahwa sejumlah individu yang terpapar dan terinfeksi akan
melakukan karantina sebelum ditangani oleh pihak medis, atau
langsung ditangani oleh pihak medis untuk sebagian dari sub-
populasi terinfeksi. Penularan diasumsikan berasal dari individu-
individu rentan yang melakukan kontak dengan individu-individu
terpapar dan individu-individu yang terinfeksi.

Karantina dilakukan oleh individu-individu terpapar dan
terinfeksi. Individu-individu terpapar yang dikarantina dapat
dapat kembali menjadi individu rentan, karena selama karantina
menunjukkan gejala COVID-19, atau menjadi individu terinfeksi,
namun masih dikarantina karena menunjukkan gejala COVID-19,
sebelum pada akhirnya ditangani oleh pihak medis.

Selanjutnya dikembangkan model penularan penyakit COVID-
19 didemonstrasikan sebagai berikut.
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Gambar 1. Model skematis SEIQ:Q-HR penyebaran COVID-19

Tabel 1. Variabel dan Parameter pada Model Modifikasi

Simbol | Definisi
Jumlah individu rentan (susceptible)
S pada waktu t
Jumlah individu terpapar (exposed) pada
E waktu t
Jumlah individu terinfeksi (infectious)
! pada waktu t
Jumlah individu terpapar yang
Variabel Q1 dikarantina pada waktu t
Jumlah individu terinfeksi yang
Q2 dikarantina pada waktu t
H Jumlah individu terinfeksi yang ditangani
oleh pihak medis
R Jumlah individu yang sembuh dari
COVID-19 setelah ditangani oleh pihak
medis
A Angka pertumbuhan sub-populasi rentan
Parameter | f; Laju penularan COVID-19 dari individu
infectious
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Bo Laju penularan COVID-19 dari individu

exposed

U Angka kematian natural

Uo Angka kematian yang disebabkan oleh
COVID-19

£ Laju rata-rata individu terpapar yang

dikarantina dan tidak memiliki gejala
yang kembali menjadi individu rentan

n Laju rata-rata individu terinfeksi dan
quarantined-2 ditangani oleh pihak
medis

y Laju rata-rata pemulihan dari COVID-19

v Laju rata-rata individu terpapar menjadi
individu terinfeksi

q1 Laju rata-rata individu terpapar
menerapkan karantina mandiri

q2 Laju rata-rata individu terinfeksi
menerapkan karantina mandiri

Perubahan Jumlah Individu Susceptible (S)

Pertambahan jumlah individu rentan (susceptible)
dipengaruhi oleh jumlah input populasi yang merupakan angka
pertumbuhan sub-populasi rentan. Jumlah individu rentan akan
berkurang saat sebagian individu rentan melakukan kontak
dengan orang yang terpapar (E) atau positif COVID-19 (I), dengan
fraksi seperti yang ditunjukkan di Gambar 1. Jumlah individu
rentan juga akan berkurang sebanyak jumlah output yang
merupakan angka migrasi keluar dari populasi tersebut. Dengan
demikian pada waktu t jumlah individu rentan adalah S(t) dan
pada waktu t + At jumlah individu rentan adalah S(t + 4t) yang
berarti:

S(t + At) = S(t) + Perubahan S, (1)
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di mana Perubahan S adalah perubahan jumlah individu
susceptible yang diukur dalam selang waktu At seperti yang
didefinisikan sebagai berikut:

— (A+&Q— BSI — BoSE — 145 ) At. 2)

S(t + At) = S(t) + Perubahan S,

Substitusikan persamaan (2) ke

persamaan (1) , diperoleh
S(t+At) =S(t) +(A+eQ(t) — BS1 ()1 () — BS(E(t) — 14S(t)) At

W A+eQu) - ASOIM) - /SOE® - SO

%: A+ QD) - ASHI) - ASOER) - S (H).

Laju perubahan jumlah individu adalah:

lim 2> = A+ 2Q; (1) - ASOI D) - ASOE®D - S().

At—0 At
Sehingga, diperoleh:
dS(t)
a - AreQO-ASHIO - ASOED - 4SO,
Laju perubahan jumlah individu rentan (susceptible) dalam
bentuk persamaan diferensial secara sederhana dapat ditulis
sebagai berikut:

dS
=A+¢ SI — B,SE — 14S.
ot Q-BSI -5 i 3)

Perubahan Jumlah Individu Exposed (E)

Seiring berjalan waktu, sebagian populasi rentan akan
terpapar dengan individu-individu dari kelas exposed dan
infectious, menyebabkan perpindahan fraksi individu-individu
rentan menjadi individu terpapar (exposed) dan menjadi salah satu
faktor bertambahnya jumlah individu exposed.

Jumlah individu exposed dapat berkurang disebabkan oleh
sebagian dari individu-individu exposed melakukan karantina dan
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berpindah ke kelas quarantined-1, menjadi positif COVID-19 dan
berpindah ke kelas infectious.

Mengetahui terdapat perubahan jumlah individu exposed baik
pertambahan maupun pengurangan jumlah individu exposed pada
setiap waktu t, maka dapat ditentukan jumlah individu exposed saat
tadalah E (t), sedangkan jumlah individu exposed pada saat waktu
t + At adalah E(t + At), yang berarti:

E(t + At) = E(t) + Perubahan E, (4)

dengan perubahan E adalah perubahan jumlah individu
exposed yang diukur dalam selang waktu At dan didefinisikan
sebagai berikut sebagai berikut:

E=(ASOI0+ASOED -HEWD - EO -VED)AL (g,

Substitusikan (5) ke dalam persamaan (4), maka akan diperoleh:

E(t+At) = E(t) + (BS®)1 (t) + BSME(t) - E(t) — s4E(t) —VE(t)) At

E“%:‘E“)=(ﬂlsa)l(t)+ﬂ28<t>E<t>—q1E(t)—mE(t)—vE(t))

AE
N (ASOI) + BSMOE®) - wE(t) — 4 E () -VE()).
Laju perubahan jumlah individu terpapar adalah

lim &~ (SO0 + HSOEQ - GE® - 4EQ) ~VED).

Laju perubahan jumlah individu terpapar (exposed) dalam
bentuk persamaan diferensial secara sederhana dapat ditulis
sebagai berikut:
dE

— = 3Sl + B5SE -~ E — 14 E — VE.
p BSI+ B HE -4 ©)

Perubahan Jumlah Individu Infectious (I)
Perpindahan sebagian individu-individu kelas terpapar
(exposed) ke kelas terinfeksi (infectious) menjadi penyebab
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bertambahnya jumlah individu kelas infectious. Sebagian dari
individu-individu infectious kemudian melakukan karantina,
ditangani oleh pihak medis, atau bahkan meninggal karena faktor
umur dan/atau COVID-19, menyebabkan jumlah individu infectious
berkurang.

Mengetahui terdapat perubahan jumlah individu infectious,
baik pertambahan maupun pengurangan jumlah individu
infectious pada setiap waktu t, maka dapat ditentukan jumlah
individu infectious saat t adalah I(t), sedangkan jumlah individu
infectious pada saat waktu t + At adalah I(t + At), yang berarti:

[{t+At)=1(t)+ I, (7)

di mana Perubahan I merupakan perubahan jumlah individu
infectious yang diukur dalam selang waktu At dan didefinisikan
sebagai berikut:

| :(vE(t)—qzl(t)—nl(t)—(ﬂ1+ﬂ2)|(t))At' (8)

Substitusikan (8) ke dalam persamaan (7)dan masukkan p; = 0,
maka akan diperoleh:

L(t+At) = (VE@) — a1 (1) =71 (t) — (1 + 11 ) 1 (1) ) At

W:vE(t)—qz|(t)—ﬂl(t)_('ul""“Z)I(t)

i—![=VE(t)—qZ|(t)—77|(t)—(ﬂl+ﬂ2)|(t)-

Laju perubahan jumlah individu terinfeksi adalah:

lm 2 =VEQ) =10~ 710) - (41 + 1) 10).

At—0

Sehingga diperoleh

di(t

S VE® -t O -1 0~ (s +22)10)

Laju perubahan jumlah individu terinfeksi dalam bentuk
persamaan diferensial secara sederhana dapat ditulis sebagai
berikut:
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dI
B VE—pl =1l = (16 + 151
i Aol =71 — (10 + p12) ©

Perubahan Jumlah Individu Quarantined-1 (Q4)

Kelas kompartemen quarantined-1 (Q;) merupakan fraksi
individu-individu kelas exposed yang di karantina. yang berarti
merupakan faktor penyebab bertambahnya jumlah individu kelas
quarantined-1. Selanjutnya, fraksi individu-individu quarantined-1
dapat kembali menjadi kelas susceptible karena selama karantina
individu-individu tersebut tidak menunjukkan gejala-gejala
COVID-19, atau menuju kelas quarantined-2 Kkarena selama
karantina, individu-individu tersebut menunjukkan gejala-gejala
COVID-19 dan menjadi positif COVID-19, sehingga memperpanjang
masa karantinanya sebelum ditangani oleh pihak medis dan
berpindah menuju kelas quarantined-2.

Mengetahui terdapat perubahan jumlah individu quarantined-
1, baik pertambahan maupun pengurangan jumlah individu
quarantined-1 pada setiap waktu t, maka dapat ditentukan jumlah
individu quarantined-1 saat t adalah Q;(t), sedangkan jumlah
individu infectious pada saat waktu t + At adalah Q4 (t + At), yang
berarti:

Qq (t + At) = Qy (t) + Perubahan Q. (10)

Di mana Perubahan @; merupakan perubahan jumlah

individu quarantined-1 yang diukur dalam selang waktu At adalah:

Q = (qE() —eQu(t) —vQy(t) - 14Qu (t) ) At. an
di mana Perubahan Q; merupakan perubahan jumlah individu

quarantined-1. Dengan melakukan substitusi dari persamaan (11)

ke persamaan (10), maka akan diperoleh:
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Qq(t+At) = Q (t) + (qgE(t) — £Qq () —vQy (1) — 14 Qy (1)) At

W = qE() — eQu (1) —vQu (1) - 4 Q1 (1)

AQ,

A WE() —eQ(t) —vQu(t) - taQu (V).

Laju perubahan jumlah individu quarantined-1 adalah:

lim 2% _ g Et) - £Qu ) ~vQu (1) - Qi 1)

At—0 At B

Sehingga, diperoleh:

dQi (©)

gt~ REO QO v ®) ~ Q).

Laju perubahan jumlah individu quarantined-1 dalam bentuk

persamaan diferensial secara sederhana dapat ditulis sebagai

berikut:
dQ
—==qE-¢Q; —vQ — 14Q;.
dt " (12)

Perubahan Jumlah Individu Quarantined-2 (Q-)
Kelas kompartemen quarantined-2 (Q,) merupakan fraksi

individu-individu Kkelas infectious yang melakukan karantina
mandiri, yang berarti merupakan salah satu faktor penyebab
bertambahnya jumlah individu kelas quarantined-1. Faktor lainnya
yaitu fraksi individu-individu kelas quarantined-1 yang
menunjukkan gejala dan positif COVID-19, sehingga fraksi
individu-individu tersebut akhirnya memperpanjang masa isolasi

mandiri sebelum ditangani oleh pihak medis, mengakibatkan
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perpindahan fraksi individu-individu dari kelas quarantined-1 ke
kelas quarantined-2. Selanjutnya, penyebab kematian individu
quarantined-2 dapat berkurang karena angka kematian natural dan

angka kematian yang disebabkan oleh COVID-19.

Mengetahui  terdapat perubahan jumlah individu
quarantined-2, baik pertambahan maupun pengurangan jumlah
individu quarantined-2 pada setiap waktu t, maka dapat ditentukan
jumlah individu quarantined-2 saat t adalah Q,(t), sedangkan
jumlah individu infectious pada saat waktu t + At adalah Q,(t +

At) , yang berarti:

Q, (t+ At) = Q,(t) + Perubahan Q, (13)

di mana Perubahan I, merupakan perubahan jumlah individu
quarantined-2 yang diukur dalam selang waktu A4t dan

didefinisikan sebagai berikut:

Q= (% OV -7 (14 + 1) Q)AL (4
Dengan melakukan substitusi dari persamaan (14) ke persamaan

(13) maka akan diperoleh:

Qq (t+At) = (a1 (t) +VQy (1) —7Qa () — (14 + 11 ) Qo (1) At

Q (t+AAti-Qz O — 1 0+vQ 0~ 1Q (0~ (14 + 1) Q0

AQy

N o ! (£) +VQy (t) = 7Q2 (t) — (14 + 122) Qa2 (1).

Laju perubahan jumlah individu quarantined-2 adalah:
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Jim S22 510+ Q0 - 1Qa () (11 + 1) Q 0

Sehingga, diperoleh

dQ (t)
g = 0! O +vQ 1) -7Q ) ~ (14 + 12)Qa (V).
Laju perubahan jumlah individu quarantined-2 dalam bentuk
persamaan diferensial secara sederhana dapat ditulis sebagai
berikut:
dQ,

B2 _ gyl +vQ —7Q, — .
& Ul +vQy —7Qy — (14 + 115 )Q, (15)

Perubahan Jumlah Individu Hospitalized (H)
Kelas kompartemen hospitalized (H) merupakan fraksi

individu-individu kelas quarantined-2 yang ditangani oleh pihak
medis. Selanjutnya, diasumsikan bahwa individu kelas recovered
hanya dapat berkurang karena kematian natural (kematian selain
dari COVID-19). Dengan demikian pada waktu t jumlah individu
hospitalized adalah H(t) dan pada waktu t + At, jumlah individu
hospitalized adalah H(t + At), yang berarti:

H(t+At)=H(t)+H. (16)
Maka perubahan jumlah individu hospitalized per satuan

waktu yang diukur dalam selang waktu At adalah:

H =(11(®)+7Q(0) - 7H(®) ~ (14 + 12 ) H (1)) At (17)
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di mana Perubahan I, merupakan perubahan jumlah individu
hospitalized dalam selang waktu At. Dengan melakukan substitusi

dari persamaan (17) ke persamaan (16), maka akan diperoleh:

H (t+At) = H(t) + (171 (t) + 7Qa (t) — yH () — (1 + 112 ) H (1) ) At
RELLIZRO 10+ 700 - PHO - (s + 1) HO)

%=nl(t)+77Q2(t)—7H(t)—(/11+#2)H(t)-

Laju perubahan jumlah individu hospitalized adalah:

. AH

lim —— =l (t) +7Qx(t) —yH () — (14 + 12 )H(V).
At—0 At

Sehingga,diperoleh

dH (t)

" =nl(t)+n7Qu(t) — yH () — (14 + 12 )H (1).

Laju perubahan jumlah individu hospitalized dalam bentuk
persamaan diferensial secara sederhana dapat ditulis sebagai

berikut:

dH
——=nl+7Q —yH — (11 + p2 ) H.
dt (18)

Perubahan Individu Recovered (R)
Kelas kompartemen recovered (R) merupakan fraksi

individu-individu hospitalized yang telah sembuh dari penyakit
COVID-19. Selanjutnya, diasumsikan bahwa individu kelas
recovered hanya dapat berkurang karena kematian natural.

Dengan demikian, jumlah individu pada waktu t adalah R(t) dan
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pada waktu (t + At), jumlah individu recovered adalah R(t + At),

yang berarti:

R(t+At) = R(t)+ R. (19)
Maka perubahan jumlah individu recovered per satuan waktu

yang diukur dalam selang waktu At adalah:

R=yH(t) - uR(). (20)
Dengan melakukan substitusi dari persamaan (20) ke

persamaan (19), akan diperoleh:

R(t +At) = R(t) + H (t) - 44R(t)

R(t+At) - R(t) B
At =7H () - 1R(t)

AR
- THO-4R).

Laju perubahan jumlah individu recovered adalah:

. AR
AETOE =yH(®) - R().

dR(t)
—2=yH()— Rt
Sehingga, diperoleh  dt 7HO-4RO :

Laju perubahan jumlah individu recovered dalam bentuk
persamaan diferensial secara sederhana dapat ditulis sebagai
berikut:

drR

—=rH-uR

dt (21)

Dari formulasi model persamaan (3),(9),(12),(15),(18),dan

(21), maka diperoleh sistem persamaan model matematika
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penyebaran penyakit COVID-19 seperti ditunjukkan pada
persamaan (22)

(:j_?: A+£Ql—ﬂ_|_8| —ﬁzSE—,ulS
dE

5 = A+ oSE ~E - iE ~VE
dl

gt = VE Gl =l (it )|

d

'€%=%E—AX—WQ—MQ_ ,

d

-{%;=QZ|+VQ1—UQ2-(AQ+AQ)Q2
dH

o =7 Q- 7H — (s +up)H
drR
dt

d
=7H-mR

(22)

di mana total populasi N adalah

N=S+E+1+Q;+Q+H+R. (23)

MENENTUKAN KEPOSITIFAN DAN KETERBATASAN SOLUSI
Dalam rangka menganalisis apakah model COVID-19
seperti pada (22) mempunyai makna secara epidemik, langkah
awal yang dilakukan adalah membuktikan bahwa variabel-
variabelnya dalam keadaan positif. Hal ini berarti bahwa solusi dari
sistem persamaan dengan kondisi awal positif haruslah positif
untuk setiap t > 0.
Teorema 1 Misalkan S(0) >0, £(0) >0, I(0) >0, @;(0) >0,
Q,(0) =0, H(0) = 0, dan R(0) = 0, maka solusi S(t), E(t), I(t),
Q1(t), Q,(t), H(t), dan R(t) dari model (22) adalah positif untuk
setiap t > 0.
Bukti:
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Diketahui nilai awal S(0) > 0, E(0) =0, I1(0) > 0, Q;(0) >0,
Q,(0) =2 0,H(0) = 0,dan R(0) = 0, akan ditunjukkan bahwa solusi
S(t)>0,E()>0,I(t) >0, Q,(t) >0, Q,(t) >0, H(t) >0, dan
R(t) > 0 untuk setiap t > 0.

Perhatikan persamaan diferensial untuk perubahan jumlah
individu susceptible adalah sebagai berikut.

Z—S_A+5Q1 B,S| — BrSE — 14S
ds
dt_A+gQ1 (Bl + BoE+14)S.

Persamaan diatas dapat kita tulis sebagai berikut:
ds (t)
S(t)=A+eQ(t
dt +ps(t)= Al )dimana P=Al-FE-m

Dengan menggunakan metode faktor integral, dapat diperoleh:

ds (1) [y pdo
dt

d tpd@ tpdf)
o E[S(t).efo J =(A+£Q, (t))ej‘)

Selanjutnya, diperoleh:

+ pS(t).eJ(t) pdo :(A+5.Q1(t))ejé pdo

tpd¢9

s)ehP? _s()= j (A+£Qi(1))e elo P04

S =500 P veh pdg{f (A+oQu0)eh pdgdt}>0

vt>0
Dengan cara yang sama, dapat diperoleh bahwa E(t) > 0,1(t) > 0,
Q.(t) > 0,Q,(t) > 0,H(t) > 0,dan R(t) > 0.Maka solusi dari S(t),
E(t), I(t), Q.(t), Q,(t), H(t), dan R(t) dari model sistem dinamik
(22) adalah positif untuk setiap t > 0.
Selanjutnya, keterbatasan solusi dari model (22) dijelaskan oleh
teorema berikut.
Teorema 2 Daerah fisibel dari model (22) didefinisikan sebagai
berikut:



m Bagaimana Matematika Memandang Pandemi Covid-19

Q={(S(t).E®), 1), Q). Q(t), H(t), R(}))} ., RI:0<N(t)<uU
U= max{N (0),A}
dengan 1) adalah positif invarian untuk sistem

persamaan (22).

Bukti:
Diberikan

N(t)=S(t)+E(t)+1(t)+Q(t)+Q,(t)+H (t)+R(t)

dN dS dE dI
= +

dt  dt  dt dt  dt dt  dt dt
‘2—':' (A+£Q, - BSI — BoSE — 1S )+ (S| + BoSE — 4 E — 14E —VE)

(VE—apl —nl = (11 + 1) 1) +(hE - £Q —vQ — 4Qy)

+(apl +vQ —7Qy — (14 + 112) Q)+ (M) +nQa —yH = (14 + 12 ) H)

+(}/H—,uR)

%—T:A+£Q1—,BSI — PoSE — 14S + Sl + foSE —4E — 14E —VE
WE =l =77l =gl — 1 + E — Q) —vQp —£4Qq + Q21 +VQy
-nQp —14Qp — Qo + 171 +17Qy —yH — pyH — poH — 4R

dN

e A—4S —E =yl = ppl — 1nQy — Qo — 14Qp — nH — ipH — 4R

+

dN
ot S A4S Bl =l = Q= Qo — 4 H = 4R

dN
— < A—4N.
dt M

Dengan nilai awal N (0) yang merepresentasikan total populasi

pada saat t =0, diperoleh
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dN t t t t
dt( )ejoﬂldy +,L11N (t)ejoﬂldy < Aej.o:uldy

i(MN (t)ej‘gﬂldy] < Aejft’”loIy
dt

t t t
N(t)eo Y _n (o)<t | Aelo % gy
t°0
N(t)< 21 N (0)e .
M
A
N(t)<—
Untuk t = kita peroleh H
N(t) terbatas ke atas jika limit pada batas atas N(t) untuk t
mendekati tak hingga.

lim sup N(t) = lim AN (0)e#t

t— t—oo tg
_A
o
lim sup N (t)
t—o0 ada, yang berarti N(t) terbatas ke atas, sehingga

terbukti bahwa bahwa daerah fisibel dari sistem persamaan (22)
adalah positif invarian. m

MENENTUKAN BILANGAN REPRODUKSI DASAR

Bilangan reproduksi dasar (N,) merupakan jumlah rata-rata
jumlah kasus infeksi baru dalam suatu populasi. Jika Ny <1,
penyebaran penyakit dapat dikendalikan dan tidak akan menjadi
epidemic (Barwolff, G., 2021; Martinez, V., 2021; Zewdie, A. D.. &
Gakkhar, S., 2020). Namun jika Ny > 1, maka setiap individu yang
terinfeksi akan menyebarkan menyebarkan penyakit kepada
individu lain, sehingga dapat mengakibatkan terjadinya epidemic
(Yang, C & Wang, J. 2020; Liu, X & Yang, L., 2012 ). Bilangan
reproduksi didapat dari metode Next Generation Matrix (NGM)
yaitu membangun matriks yang membangkitkan jumlah individu
terinfeksi (Schecter, 2021), pada model sistem dinamik ini yang



m Bagaimana Matematika Memandang Pandemi Covid-19

menjadi kompartemen yang terinfeksi adalah kelas exposed (F)
dan infectious (I).

.
Misalkan X = [E I ] , sehingga dapat ditulis sebagai

Sl +p,SE-q,E - E-VE
d—X:F(X)—V(X)= b 5 hE— 44
dt VE—a, 1 =71 = (14 + 11,) |

di mana F(x) merupakan matriks yang berisi laju infeksi tahapan

awal, sedangkan V(x) merupakan matriks yang berisi laju
perpindahan populasi yang telah terinfeksi, dengan nilai F(x) dan

V(x) adalah

F(X) = Fl} _ [ﬂlSl +/5’ZSE]
K 0

dan

V(X) =

'V, 0, E + 4 E +VE
V, | |Gl +ml 4 (s +p,) 1 —VE

Misalkan F dan V merupakan matriks Jacobian dari F(x)
dan V(x) serta mensubstitusikan nilai variabel dengan titik

KO(SO,EO,IO,QP,QS):(A,O,O,O,OJ
kesetimbangan H ,maka diperoleh:
[OF, OF, | BA BA
e a | [BS BS] |7
F= = =l H M
oF, OF, 0 0
— —= 0 0
| OE  al |
dan
vo| B A |_|GTuTY 0
v, oV, -V O, +77+ 14 + 1y
| 6cE ol |

Selanjutnya, untuk menentukan invers dari matriks V digunakan
metode Next Generation Matrix (NGM).
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. 1 .
- Ad
detV) j(V)
v 1 [q1+77+ﬂ1+ﬂ2 0 }
O +717+ 14+ 4, v gty tV

Sehingga diperoleh invers matrix V, sebagai berikut:
NGM =F (V)™

BA fLAv A
NGM =| s (G + 4 +V) (G + s +V) (G +n+mm+,) (G +7+ 1+ 115) |-
0 0

Bilangan reproduksi (%) diperoleh dari nilai eigen terbesar dari
NGM yang ditentukan menggunakan titik kesetimbangan non-
endemik. Dengan bantuan software Maple, maka nilai eigen yang

diperoleh sebagai berikut:
ﬂZA ﬁlAv
R, = + .
p o+ V) (O V) (G + 0+ )

TITIK KESETIMBANGAN (EQUILIBRIUM POINT)

Titik kesetimbangan adalah titik di mana tidak ada
perubahan jumlah individu pada setiap kelas kompartemen,
dinotasikan dengan K(S,E,I,Q4,Q,, H,R). Titik kesetimbangan
diperoleh jika:

ds _dE_di _dQ_dQ, dH _dR_,

dt dt dt  dt  dt  dt dt

Perhatikan pada sistem (22), bahwa yang mem memuat H dan R
terpisah dari yang lain, sehingga tidak berpengaruh terhadap
sistem dan dapat direduksi menjadi hanya S,E,I,Q, dan Q,,
sehingga diperoleh:
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A+eQ — Sl - BoSE — 145 =0

BSI + poSE —qE —1yE-VE =0

VE —qgol -7l —(,u1+y2)| =0,

QE—6Q —vQ —4Q =0

Ol +VQy ~77Qa — (4 + 1) Q2 =0
(24)

dengan S(0) >0, E(0)>0,1(0)>0,Q, =0, Q, >0 dan H > 0.
Penyelesaian sistem persamaan (24) memiliki dua keadaan titik
kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit
Ko(S,E,1,Q1,Q5) dan titik kesetimbangan endemik

Kl (S*I E*: I*' Qik; Q;)

Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit (non-Endemik)

Titik kesetimbangan bebas penyakit COVID-19 adalah
suatu keadaan seimbang di mana populasi bebas dari penyakit atau
sudah tidak ada lagi individu yang terinfeksi penyakit COVID-19.
Titik kesetimbangan bebas penyakit berarti nilai-nilai kelas
kompartemen yang terinfeksi adalah nol (I = 0), sehingga sistem
persamaan (24) menjadi:

A+ Q- BS| - BpSE—1yS =050 = A
t

BiSI + BrSE —E — yE—VE=0=E" =0
VE -l =771 = (24 + p)1 =0=1% =0
HE-£Q -vQ - 4Q =0= QP =0

Uz +VQ —7Qp — (44 + 1) Q2 =0= Q3 =0

sehingga, diperoleh titik kesetimbangan non-endemik sebagai
berikut:

KO(SO,EO,IO,QP,Q(Z)): A 0,0,00].
ﬂl
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Titik Kesetimbangan Endemik

Titik kesetimbangan endemik penyakit COVID-19 adalah
suatu keadaan setimbang di mana dalam suatu populasi terdapat
individu yang terinfeksi, sehingga dapat menyebarkan infeksi ke
individu lain dan menyebabkan penyakit COVID-19 menjadi
endemik. Karena di dalam titik kesetimbangan endemik selalu
terdapat individu yang terinfeksi, maka kelas-kelas kompartemen
yang menginfeksi dan terinfeksi tidak nol (I # 0). Oleh karena itu,
sistem dari persamaan (24) menjadi:

A+5Q1 -BS | =S E —4S =0

BS 1 +BS E —qqE —E —VE =0

VE —qu —77' —(/11+/12)| =0.

E” - £Q; ~vQ; - 4Q] =0

Gl +vQ, —1Q, — (s +12)Q, =0
Dengan bantuan alat hitung Maple, diperoleh nilai semua variabel
titik kesetimbangan endemik, menunjukkan bahwa titik

kesetimbangan endemik E; (S*, E*, I*, Q1, Q;) ada, yaitu:
g _ (At +v)(n+pm+pg + )

0Py VB + oy + Potty + Poly

E*:(U+ﬂ1+#z +QZ)|*
\

o V(g +v+e)(og+m +V)(1-Ro)
(b +V) (g1 + U +V+&) (1B +VPL+ Pora + Potio + Pol2)

o - (G2 +7+p+tp) )
V(V+ g +e)

Q5 - 1" (170 +V0lp + &0y + Qo + 140 + 4o + o)
(g +v+e) (g +n+ )
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ANALISIS KESTABILAN TITIK KESETIMBANGAN

Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Non-Endemik
Analisis kestabilan digunakan untuk mengetahui perilaku di

sekitar titik kesetimbangan. Kesetimbangan non-endemik adalah

kasus di mana tidak ada individu yang terinfeksi oleh COVID-19

dalam suatu populasi, dinotasikan dengan:

KO(SO,EO, IO,Q{’,QS){ﬁ,o,o,o,oJ.
M

Kestabilan titik kesetimbangan non-endemik untuk sistem
persamaan (22)disajikan dalam teorema berikut:

Teorema 3 ]ikaER0<1, maka titik kesetimbangan non-

endemik K° akan stabil asimtotik lokal. Sebaliknya jikaiRo >1,

maka K° tidak stabil.

Bukti:

Dalam melakukan analisis Kkestabilan pada titik
kesetimbangan, terlebih dahulu melakukan pelinieran terhadap
sistem persamaan (22). Namun perhatikan bahwa kelas individu H
dan R tidak berpengaruh terhadap sistem, sehingga kedua
kompartemen tersebut direduks.

(;_?: f1(S,E,1,Q, Q) = A+£Q — A4Sl — BSE — 1S

%—f: f2(S,E,1,Q, Q) = AiSI + BSE — 4 E — 14E ~VE

%= f3(S,E 1,Q1,Qp) =VE —apl =77l — (11 + 1) |

dd%: f4(S,E,I,Ql,Qz):qlE—EQl—VQl—,ulQl

d
%= f5(S,E 1,Q1,Qz) =Gl +VQy —17Qp — (14 + 112 ) Q; 25)

f.(S,E,1,QLQ2), untuk i =1,2,3,4

di mana dilinearkan

sebagai berikut:
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fi(S.E.1,Qu Q. H) = (% 10,0808+ ZE(s% 010,008 ) (5 -5°)

201, )€
S (N
(5025, o)

i (<0 20 ;0 A0 A0 0
+@(s E%1°.00.08)(Q-Q3).
Masukkan nilai-nilai

titlkk kesetimbangan ke dalam
fi(s.E%1°.00.Q3)

0 g0 10
, maka akan dlperolehf (s E%1%.QP.QF )
untuk!=12,3,4,5,

)

Selanjutnya, dengan memisalkan
(5-8%)=8,(E-E%)=E.(1-1°)=1.(@-QP)-&
(Qz—Qg)=(§2

,dan

maka f (S’ E, I’Ql’QZ) menjadi:

fi(S,E.1,Q. Q. H) = 3;( E2,1°,00,09 H ) of; (SOyEOJOYQlo,Qg,HO)E
+?T(SO'EO"O'Qf,Qg,HO)IN%(sO,EO,|0,Q10,Q§J,Ho)él

i (00 20 10 40 A0 1O\S
L e

dan dari bentuk matriks untuk sistem persamaan diferensial

yang dilinearisasikan, diperoleh matriks Jacobian J(E;) untuk titik
kesetimbangan non-endemik sebagai berikut:

ds
dt
dE
dt
dl
ot = J(Kp)
dQ,
dt
dQs
L dt

,\')0) ,@’ - M O




Bagaimana Matematika Memandang Pandemi Covid-19

M ds
dt .
E 1R -BE -1 -BS -S° ¢ 0 S
g: ﬂll0+ﬁ2ED ﬁzso_ql_/l'l_v ﬁlso 0 0 E
= ot = 0 v O, =17~ + 1,) 0 0 )
@ 0 a 0 eV 0 4
dt 0 0 9, v ’7_(/11+luz) Qz
dQ,
Ldt | (26)

Persamaan (26) merupakan linierisasi dari sistem
persamaan diferensial dalam bentuk matriks, sehingga diperoleh
matriks Jacobian J (K,)sebagai berikut:

-B1° - BoE" — 4, -fos’ -ps° € 0
BI°+poE’ oS’ - -V S° 0 0
J(Ky) = 0 v —0,—n— (4 +4,) 0 0
0 q, 0 —-V-1 0
0 0 G, Voo (st a)
Titik kesetimbangan non-endemik
KO(s®.E°, |°,Q1°,Q8,H°)=(ﬁ,o,o,o,o,oJ
H
dikatakan stabil asimtotik lokal jika nilai-nilai eigen dari matriks
Jacobian-nya adalah negatif. Dengan menghitung

det(21-J(K,))=0

~ 7, di mana A merupakan nilai eigen dari

matriks J(K,) dan I merupakan matriks identitas, maka diperoleh
persamaan karakteristik sebagai berikut:

(A+m)(A+e+V+m)(A—n+wm+ 1) ( A+ +7+ 1+ 1,)
[ﬂ— ﬂo-A_ILL_LZ — 0y _V,ulj =0,
Hy
yang berarti nilai-nilai eigennya adalah sebagai berikut:

A=t Ay =—Op =1 — = 11y
Ay =—E-V—14 %:ﬂzA_/ﬁZ_%ﬂl_Vﬂl_
Ay =1— 1~ 1 I (27)

Perhatikan bahwa matriks J(E;) memiliki tiga nilai eigen
yang negatif dengan ketat serta nilai 1; dan As. Nilai eigen A3 dan



Bagaimana Matematika Memandang Pandemi Covid-19

A5 bernilai negatif jika 7 <4414 dan POA< 1L+t TV
Karena diperoleh tiga nilai eigen negatif dan dua nilai eigen negatif
bersyarat dari matriks Jacobian J(K,;) , maka dapat dikatakan
bahwa titik kesetimbangan non-endemik adalah stabil asimtotik

lokal untuk R, <1

Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik

Titik kesetimbangan endemik adalah kasus di mana penyakit
terjadi dalam suatu populasi dan memungkinkan terjadinya
transfer penyakit di dalam populasi tersebut. Titik kesetimbangan
endemik ditunjukkan dengan:

*

K'=(S"E"1",Q,.Q;),
di mana S #0,E 20,1 #0,Q #0,Q, #0 dan memenuhi
sistem persamaan:
A+eQ - BS1 — B8 E —4S =0
BS 1 +BS E —qE —4E —VE =0
VE =gl =1 = (a4 + 1)1 =0,
4E -2Q] -vQ] - 4Q;, =0

Aol +vQ, ~7Q, — (14 + 1) Q, =0 (28)

Kestabilan titik kesetimbangan non-endemik untuk sistem
persamaan (22) disajikan dalam teorema berikut:

R, >1

Teorema 3.4 Jika , maka titik kesetimbangan endemik K*

akan stabil asimtotik. Sebaliknya jika R, < l, maka K~ tidak stabil
Bukti:

Untuk membuktikan kestabilan titik kesetimbangan endemik, akan
dilakukan dengan menggunakan metode Lyapunov. Dengan
menggunakan suatu fungsi Lyapunov yang sering digunakan dalam
model ekologi dan model epidemik berbentuk sebagai berikut (Li,
J; 2011):
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: X
alx—x —xIn—|
i1 X (29)

Menyesuaikan  dengan  (29), dibentuk suatu  fungsi

L:Qcl® (] , dengan:

L(S,E,I,Ql,Qz)_(S—S*—S*In§j+a1(E—E*—E*In EEJ

T IO o)
+a2(l | Ilnl,kj+a3[Q1 Q Qlan*]

1

. .. Q
~Q;-Q;In= |,
+a4[Q2 Q,-Q, anj

(30)
v(S,E1,Q,Q,,R)eQ

di mana dan &3, dan a, merupakan

bilangan riil. Fungsi L merupakan fungsi Lyapunov karena

memenuhi definisi fungsi Lyapunov yang akan ditunjukkan sebagai
berikut:

Fungsi L kontinu pada Q Kkarena fungsi L memuat logaritma.

dan memiliki turunan parsial pertama yang kontinu pada Q.

Untuk sembarang K :(S’ E, I’Ql’QZ) €0 dengan K # K*, maka

L (t) > 0, selanjutnya jika K = K*, makaL(1) =0
Akan ditunjukkan L (t) >0 ketika K # K,

K -a g(a)=K-K"=K"In al
Misalkan K dan K", maka:

(K K
=K ~1-1
g(a) (K* nK*j
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Perhatikan bahwa titik @ =1 merupakan titik minimum dari g (a)

1
_ 1\ _ "(a)=—>0
dengan g (1) N O, karena 9 (1) =0 dan : ( ) a’ . Dengan
g(a)=K-K =K"In K*>0 .
demikian diperoleh K Juntuk K # K
K*

Selanjutnya, untuk menunjukkan titik kesetimbangan
merupakan titik minimum global dilakukan dengan memperoleh

matriks Hessian di K yaitu:

[ &%L a’L a’L o’L a%L
852 8SOE asol 850Q, 858Q,
oL oL oL o°L oL
OSOE OE? SEaI PESQ, ©OE8Q,

H(K") = o?L o%L o%L o?L o%L
asol SEoI ol o16Q, a1oQ,
8°L %L %L 8°L %L
8S0Q, ©OE8Q, olaQ, oQ? 8Q,0Q,
o’L o%L a%L o’L a%L

| 0S0Q, OJEoQ, d18Q, 8Q,0Q, oQZ
L o9 o o o
S
o & o o0 o
E
o o 2 0

0
o o o & o

Q

0

0] 0] (0]

Matriks H ( K*) definit positif karena
« a,a
det(H (K )):#’Z‘Q}Q;)O

Selanjutnya, ketika K = K™ diperoleh L (t) sebagai berikut:
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*

L(s".E", |*,Q;,Q;):(s*—s*—s*|n%j+a1(E*—E*—E*|n EJ

e e I_ NP Q
+a2[l -1 -1 Inl*j+a3(Q1 Q -Q InQ*j

1

N o N
4 2 T N2 T zl_E
+a(Q @0 HQJ

=(S"In(1))+a,(E"In(1))+a,(1"In(1))+a,(Q; In(1))
+a,(Q; In(1))

Terbukti bahwa L (t) >0

ketika K # K*dengan K =(S’ E,l ’Ql’QZ) EQ,V(t) :Oketika

K= K*, dan K merupakan peminimum global.

Turunan fungsi L terhadap t adalah:

db _oLdS oLdE oLdl oL dQ  dL dQ,
dt oS dt OE dt ol dt 6Q dt  oQ, dt

*

dL S
H:(l—?J(Athl—,BlSI ~ B,SE— uS)

*

+[1—EE*J(ﬂSI +ﬂaSE—BlE)+(1—ITJ(vE—BZI)

Q Q
1- E-B 1-
+( QIJ(ql 3Q)+[ Q

j(qzl+vQ1—BAQ2),
! (31)
di mana:

B, = (0, + 4 +V)

B, (qZ 'H7+:Ul+:uz)

B, =(e+V+p)

B, =(n+m+u,). (32)

Hubungan antara SLEXTLQ, danQ, dengan persamaan (32)

dan (28) adalah sebagi berikut:



Bagaimana Matematika Memandang Pandemi Covid-19

A+£Q, =—BS I + S E + 1S

BS 1 +B,S E =BE"

VE =B,l”

E =ByQ,

I* * _ B *
g2l +vQ, =B4Q, (33)

Sehingga persamaan (31) menjadi:

. =—M[(S il ]+(1—S*j(ﬂls*|* +BSE")

dt S S

+(1—§}(5Q1 —5Ql*)+,313*| +B,8"E-BSI - B,SE

SE’I
SEI

+a1ﬂ18*l*[a ]+a1ﬂ25E(1§j+aiﬁlsl +a,8,SE

NN S EQ
—-a,BE +a,vVE [l—E,Ij+a2vE—aszl +a,0,E [1— E*QIJ

. 1Q; . ;
+a,0,E —a,B,Q, +a,0,! [1— I %2 j+ a,vQ, [1— gi%z J +a,q,!

+a,vQ, -a,B,Q,. (34)
Untuk menyederhanakan penulisan pada (34), dilakukan

<= T g | T Ve Yo Y Vs Y
pemisalan(S E 1 Q sz (Yor Ya Va1 a1 Ye)

persamaan (34) menjadi:

,sehingga
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dL 5-57) I
m——ul[(s)}(l—yo)(ﬂls 1"+ B,SE")

+(1-,)(6Q —£Q] )+ BS"1 + B,S'E— BSI - B,SE

+a1ﬂls*|*[1—;'lj+a1ﬂ25E [1—;J+alﬂisl +a8,SE—aBE

2 0

+a,vE” [ - sz +a,VE —a,B,1 + a3q1E*( - );3] +a,0,E -a,B,Q,

1 1

+a,0,1" ( - i’/“} +a,vQ, [1— 3;4} +a,0,! +a,vQ, —a,B,Q,.

2 3

(35)
Koefisien-koefisien dari SE,SILE, | 'Ql dan Qz harus nol, namun
perhatikan bahwa koefisien Q adalah tunggal. Untuk
menghilangkan Q, , dilakukan pemisalan sebagai berikut:

—a, B4Q2 =-q B4Q; %

2

* * Q
=-4q, (%I +VQ1)Q§
=-a,0, I —- a4VQ1 -

Y4 4

Selanjutnya, untuk menghilangkan SE,SILE, I, danQ, dilakukan

dengan membuat koefisiennya adalah nol, yaitu dengan membuat

syarat-syarat untuk menentukan nilai 8,,8,,8;, dan a, sebagai
berikut:

1-a, =0
a1ﬂ25* _aiBl +a,vV+a,f, = 0
a1ﬂ1S* -4, Bz +a,0, = 0

e-a,B,+a,v=0 (36)
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Untuk sementara, nilai 8, 8,8, dan 8, dibiarkan tidak diketahui.

Mengetahui koefisien SE, S, E, [, dan Q. adalah nol, dapat ditulis
menjadi:

dL__,ul[(S_S ) ]+%ﬁ18*|*(2_y0_mj

dt S YoYz

+a'1ﬂzS*E* [2_ Yo _;}+anE* [1_);/2]_'_ a3q1E* (l—);‘]

0 1 1

+a,q, 1 *(1—y“—1]+ avQ, [1—)/“—1]
Yo Ya Y Ya

+5Q1*(YO - _yOJ'
Y, (37)

Selanjutnya, dengan memodifikasi baris kedua (36)akan diperoleh:
af,S E +a,vE +a,q,E =aBE"
aB,S E +aVE +a,qE =435Sl +B,SE".

Dari baris pertama (37) dapat disimpulkan bahwa a = 1, sehingga
hasil modifikasi baris kedua (37) dapat dituliskan sebagai berikut:

ﬂlS*I T = aZVE* + asqlE*- (38)

Dengan melakukan hal yang sama terhadap baris ketiga pada (37),
akan diperoleh:

a,BS 1" +a,q,1" =a,B,1"
aBS’1" +a,q,l" =a,VE .
Mengetahui a = 1, hasil modifikasi baris ketiga (37) dapat
dituliskan sebagai berikut:

ﬁlS*l* :a.ZVE*— 4q2|*. (39)
Dari (38) dan (39) dapat dibentuk sistem persamaan berikut:

{,BlS*I "—aVE +a,0,E

BS1" =a,vE -a,q,l” (40)
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Dengan menyelesaikan sistem persamaan (40), diperoleh:

a,GE +a,0,1" =0. (41)

Dari persamaan (41), persamaan (37) menjadi:

*\2
dL (s-5) . [ y J
& 2 s 2y, -
dt M[ S ' ©YoYs

+B,S'E” [2— Yo —1J +a,VE” [1—y2j+ ayvQ, (1_)/4_1J
Yo VA Y3 Ya

+‘9Q1*[y0 - _yO}-
Y. (42)

Selanjutnya, dari (33) dan (36) diperoleh syarat-syarat:
{angQf =a,0,E’
a,B,Q; = ¢Q +a,vQ; (43)

dan
{aszl* —a,vE
a,B,1" =351 +a,q,1" (44)

Dari persamaan (41), penyelesaian sistem persamaan (43) dapat
ditulis sebagai berikut:

8QI+a4VQI =0 (45)

Sehingga persamaan menjadi:

2
S-S
ar __ u +ﬂls*|*(2_y0_ Y1 J
dt S YoY2

+BS'E [2 Y, —yi} asz*[ —ﬁ].

0 i (46)
Penyelesaian sistem persamaan (44) juga dilakukan dengan
mengikutsertakan (41), di mana hasilnya adalah sebagai

berikut:



Bagaimana Matematika Memandang Pandemi Covid-19

aZVE*—ﬂls*l* =0. (47)
.
Misalkan terdapat F (u), di mana u :(yo’ Y11 Y21 Yo y4) dan

F (u) memenubhi:
a,VE'F(u)-BS’I'F(u)=0. (48)

Dengan menerapkan F(u) ke persamaan (46), diperoleh:

a0 _ [w]wﬁ*l*[z—y{)— yy1 —F(U)]

dt S M

+B,SE (2 Y, —iJ+ a,VE~ (l—£+ F (u)j
Yo Y1

(49)

F (u) dibentuk supaya nilai koefisien a,vE adalah nol, sehingga

persamaan (49) menjadi:

dL__M[(S_S ) J+ﬂ18*l*[3—yo— Y, _ﬁ]

dt S Yo¥o Wi

+8,SE" (2 ~Y, —ij.

0

(50)

*\2
(5-5)

Dari (50), jelas bahwa , karena bentuk kuadrat

<0

selalu bernilai positif. Nilai koefisien Bs| dan BS E juga

bernilai<0, karena berdasarkan prinsip  ketaksamaan

arithmetical and geometrical means diperoleh sebagai berikut:
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y0+—yl +ﬁ23 yo—yl Y2
YoV V1 Yo¥o Y1

Y, + i Yoy

VoY Vi
Ay - Yo
Yo¥2 Wi
dan
1 1
Yo+—=22 |Y,—
",
Yo + L >2
Yo
2—Y,— L <0
Yo
d_L <0 d_L =0
Dengan demikian terbukti bahwa dt ,dimana dt ketika

Yo =1 dan Y, = y2_
Karena fungsi Lyapunov dapat dibentuk, maka terbukti bahwa titik

kesetimbangan endemik stabil asimtotik global ketika R, > 1.

STUDI KASUS

Simulasi numerik dari model penyebaran infeksi COVID-19
untuk menggambarkan pola penyebaran COVID-19, khususnya di
Indonesia. Nilai-nilai parameter diperoleh menggunakan metode
kuadrat terkecil dengan alat bantu software MAPLE, sedangkan
nilai awal dari setiap variabel diperoleh dari data yang disediakan
oleh Pemerintah Provinsi Jawa Tengah tanggal 02 April 2021
sampai tanggal 5 Oktober 2021. Nilai parameter disajikan dalam
Tabel 2
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Tabel 2. Nilai-nilai parameter

Parameter Nilai Satuan Sumber
B1 (3.84)(10)°8 Per hari [estimasi]
B (9.13)(10)°® Per hari [estimasi]
v 0.0473 Per hari [estimasi]
q1 0.00983 Per hari [estimasi]
q2 (2.6782)(10)~* | Per hari [estimasi]
Uy (0.3873)(10)~° | Per hari [estimasi]
Uy (6.15)(10)? Per hari [estimasi]
A 4.99999 Per hari [estimasi]
n (3.72)(10)71 Per hari [estimasi]
Y (9.35)(10)73 Per hari [estimasi]

£ 0.4888 Per hari [estimasi]

Dengan mensubstitusikan parameter dari Tabel 1 ke dalam
persamaan (3.22), diperoleh model dinamik penyebaran penyakit
COVID-19 sebagai berikut:

?TS ~ (4.999) +0.48880Q; - (3 84(10‘8)) S| —(9.13(10‘8))SE —(0.3873(10‘5))3

dE
dt

%: 0.0473E —0.4335

(3 84(10‘8))SI (9 13(10‘8))5E ~0.057133873E

dd% - 0.00983E ~0.5361Q;

dQy
dt

(2 6782 (10‘14 )) 1 +0,0473Q; ~0.4335Q, 51)

Selanjutnya, substitusikan juga nilai-nilai parameter ke
dalam bilangan reproduksi dasar untuk mengetahui jumlah
individu rentan yang diinfeksi oleh satu individu terinfeksi dan titik
kesetimbangan dari model dengan nilai-nilai parameter yang telah
ditentukan.

Y L, S el ~2,1577
(G4 +V) g (G gy V) (0 + 7+ 4+ )
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Diperoleh R, z2’1577>1, hal ini berarti rata-rata satu

orang terinfeksi dapat menginfeksi lebih dari satu orang yang
rentan, yang secara spesifik berarti rata-rata satu orang dapat
menginfeksi sekitar 2 orang yang rentan, yang berarti titik
kesetimbangan model adalah titik kesetimbangan endemik. Titik
kesetimbangan endemik dengan nilai-nilai parameter dari Tabel 1
adalah sebagai berikut:

S"| [ 472907.9230 |
E 65.77405574
K'=|1"|=| 5055343831
Q 1.206033011

Q| [0.9269477867 | 52)

Kestabilan titik kesetimbangan endemik (52) diselidiki
dengan cara mensubstitusikan nilai-nilai parameter dari Tabel 1 ke

dalam fungsi Lyapunov pada (50), disajikan sebagai berikut:

*\2
it::(03873x105)[(s_;3)J+/@SW*[3yOylyZJ

YoY2 71

+ﬁZS*E*[2— Yo —1].
Yo

(53)
nilai koefisien AS’!" dan AS'E adalah kurang dari sama dengan

nol (<0) yang berarti persamaan (53) dapat ditulis sebagai
berikut:

*\2
S-S
d—Ls—(0.3873x10‘5)[uJ£0
dt S
(54)
CI)
Diperoleh turunan fungsi Lyapunov dt =, yang berarti sistem
stabil asimtotik global.
Untuk mengilustrasikan simulasi studi kasus ini, digunakan
nilai awal dengan nilai sebagai berikut:



Bagaimana Matematika Memandang Pandemi Covid-19

S(0)=2409251; E(0) = 20515; I (0) = 294481,

Q. (0) = 273966;Q, (0) = 267572; H (0) = 26909; R (0) = 249287

Simulasi studi kasus berikut model SEIQ1Q:HR penyebaran
COVID-19 digunakan untuk mengetahui pengaruh terhadap
perilaku dinamis jumlah individu exposed, individu infectious,
individu quarantined-1, individu quarantined-2, dan individu
hospitalized ditunjukkan dengan menggunakan software MATLAB
R2019b.

opla

Numbar of Pes

0 20 30 40 50 0 ] 80 o0 100
Time (Day)

Gambar 2. Simulasi model endemik RO 20

Gambar 2 menunjukkan kejadian endemik dimana individu
rentan menurun yang disebabkan adanya penularan dari individu
quarantined-1 yang mengakibatkan meningkatnya individu
exposed, serta penyebaran dari individu quarantined-2
meningkatkan individu terinfeksi.

Namun sebelum hari ke- 10 individu quarantined-1 dan
quarantined-2 menurun, hal ini disebabkan karena individu
quarantined-1 dapat kembali ke individu exposed dan individu
terinfeksi meningkat. Pada hari ke-27 individu exposed menuju

titik maksimum dimana jumlahnya mencapai lebih dari 1.25%10°
dan setelah itu berkurang, tetapi untuk individu terinfeksi
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meningkat mencapai puncaknya pada hari ke-29 dengan jumlah

sebesar 0.13x10° dan setelah itu menurun secara perlahan.

Peningkatan individu terinfeksi yang berasal dari quarantined-
2, mengakibatkan individu yang ditangani oleh pihak medis
(hospitalized) meningkat setelah hari ke-40 dimana jumlahnya

mencapai 0.584x10°, sehingga individu sembuh meningkat.
Selanjutnya, disimulasikan pengaruh variasi parameter G

dan % terhadap individu baru yang terinfeksi dan bilangan
reproduksi. Hasil simulasi diberikan pada Gambar 3 dan Gambar 4
sebagai berikut.

Pengaruh variasi nilai parameter G dengan parameter lainnya
=0,085;0, =0,383 4, G =0.993

terhadap perubahan banyaknya individu yang terinfeksi diberikan
pada Gambar 3.

tetap, dengan mengambil %

T T

—— Infected Individuals with q, = 0.085

——Infected Individuals with a, = 0.383
Infecled Individuals with q, = 0.893

Number of Paopla

50
Time (Day)

Gambar 3. Pengaruh variasi nilai parameter G terhadap variabel
Infected

Terlihat bahwa semakin tinggi nilai parameter % maka semakin
sedikit individu yang terinfeksi dan sebaliknya. Sampai dengan hari

ke 15 dengan q120’085banyaknya individu yang terinfeksi
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28610x105 orang, untuk ¢, =0,383 yang terinfeksi sebanyak 1928

x105 individu. Sedangkan untuk g, =0.993

sebanyak 5103 x104individu.

yang terinfeksi

Pengaruh variasi nilai parameter 0 dengan parameter

=0,085,0,=0,383 4.

lainnya tetap, dengan mengambil 0
g, =0.993

terinfeksi diberikan pada Gambar 4.

terhadap perubahan banyaknya individu yang

T I
—— Infected Individuals with q, = 0.085
—— Infected Individuals with q, = 0.383

Infected Individuals with q,= 0.993

Gambar 4. Pengaruh variasi nilai parameter g2 terhadap variabel
Infected

Terlihat bahwa semakin tinggi nilai parameter % maka
semakin sedikit individu yang terinfeksi dan sebaliknya. Sampai

dengan hari ke 15 dengan q, =0,085 banyaknya individu yang
terinfeksi 49610 x105 individu, untuk g, =0,383 yang terinfeksi

sebanyak 28330 x105 individu. Sedangkan untuk g, =0.993 yang
terinfeksi sebanyak 14160 x105 individu.

SIMPULAN
Telah dikemukakan modifikasi dari model dinamika SEIR
dengan menambahkan variabel karantina (Q) dan hospitalized (H)
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sehingga diperoleh model dinamika SEQ:Q.IHR dari penyebaran
penyakit COVID-19. Dalam hal ini populasi dibagi menjadi 7
kompartemen, yaitu kelas rentan (S), terpapar (E), karantina yang
berasal dari individu terpapar (Q1), terinfeksi (I), karantina yang
berasal dari individu terinfeksi (Q), individu yang dirawat di
rumah sakit (H), dan sembuh(R). Model dinamik penyebaran
COVID-19 tersebut mempunyai dua titik kesetimbangan yaitu non-
endemik dan endemik.

Analisis kestabilan titik kesetimbangan non-endemik diselidiki
menggunakan metode Routh-Hurwith melalui nilai-nilai eigen dari
matrik Jacobian, sedangkan titik kesetimbangan endemik dianalisis
dengan menggunakan metode Lyapunov. Telah dibuktikan bahwa
titik kesetimbangan bebas penyakit (non endemik) stabil asimtotik
local, ketika nilai bilangan reproduksi dasar kurang dari satu. Titik
kesetimbangan endemik stabil asimtotik global, ketika nilai
bilangan reproduksi dasar lebih dari satu.

Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa model memiliki
titik kesetimbangan endemik. Pada tahap awal jumlah individu-
individu terpapar dan terinfeksi COVID-19 meningkat, hal ini
terlihat dari nilai bilangan reproduksi dasar sebesar 2,15 yang
artinya satu orang yang terinfeksi COVID-19 rata-rata dapat
menularkan penyakitnya terhadap 2 orang yang rentan. Dalam
rangka memperkecil nilai bilangan reproduksi tersebut, dapat
dilakukan dengan meningkatkan laju rata-rata individu terpapar
dan terinfeksi menerapkan karantina mandiri. Hal ini mempunyai
makna bahwa semakin banyak individu yang melakukan karantina
mengakibatkan banyaknya individu yang terinfeksi dapat
berkurang secara signifikan. Diperoleh bahwa diantara variasi 2
parameter laju rata-rata individu terpapar dan terinfeksi yang
menerapkan karantina mandiri yang lebih berpengaruh terhadap

penyebaran COVID-19 adalah parameter 9 Hal ini
mengindikasikan bahwa semakin banyak individu yang terpapar
melakukan karantina mandiri, maka penyebaran penyakit COVID-
19 semakin dapat direduksi.
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