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Abstrak 

Indonesia telah menjalankan program vaksinasi kedua kali untuk 

mencegah penyebaran COVID 19. Vaksin booster-1 (vaksin ke-3) 

telah diberikan  pada kelompok prioritas. Bab ini akan membahas 

efek vaksin booster  melalui model matematika dengan melibatkan 

dua waktu tundaan. Kedua waktu tundaan representasi dari 

perlunya waktu membentuk imun dari individu yang telah vaksin 

(susceptible ke recovery), mengingat individu yang telah vaksin 

dua kali belum mendapat kekebalan seumur hidup maka akan 

dapat kembali menjadi rentan.  Teorema Kar digunakan untuk 

menunjukkan kestabilan asimtotik pada titik ekuilibrium bebas 

maupun endemik dengan adanya dua waktu tunda. Simulasi 

numerik menunjukkan bahwa vaksin booster-1 dapat menurunkan 

bilangan reproduksi dasar sehingga dapat menambah penurunan  

laju penularan Covid 19. Pada penelitian ini, adanya dua waktu 

delay tidak merubah kestabilan tituk ekuilibrium hanya 

memperlambat penyebaran. 
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PENDAHULUAN 

Penyebaran COVID 19menjadi isu yang menarik dalam berbagai 

apek keilmuan, termasuk dalam bidang pemodelan matematika. 

Berbagai model matematika berkembang untuk mengetahui 

dampak strategi yang dilakukan untuk menangani penyebaran 

COVID 19.  Beberapa penelitian yang mengkaji efektifitas 

penanganan COVID 19 berdasarkan social distance, penggunaan 
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masker, karantina dan isolasi  telah dilakukan oleh Gumel dkk. pada 

tahun  2021, serta Abioye dkk. pada tahun 2021 dan Zeb dkk. pada 

tahun 2019. Model matematika penyebaran COVID 19 di Indonesia 

berdasarkan vaksinasi dan isolasi mandiri berbasis SEIR 

(Suceptible, Exposure, Infectred, Recovery) telah dilakukan oleh 

(Suwardi, dkk, 2020).  Berdasarkan hasil analisis yang didukung 

simulasi numerik menunjukkan bahwa vaksinasi dan isolasi dapat 

memperlambat penyebaran COVID 19. 

Sedangkan, beberapa model matematika terkait pemberian vaksin 

untuk mencegah penyebaran COVID 19 telah dikaji Nuning dkk 

tahun 2021 selain itu oleh  oleh Chukwu dan Fatmawati di tahun 

2022. Selain berdasarkan manajemen penangannnya model COVID 

19 juga didasarkan adanya waktu tunda. Waktu tunda pada model 

COVID 19 ini diinisiasi  salah satunya oleh perlunya waktu tubuh 

untuk  mendapatkan kekebalan setelah mendapatkan vaksin.  

Model COVID 19 yang mengkaji mengenai waktu tunda telah dikaji 

oleh R. Devipriya, dkk tahun 2021. Vaksinasi dan waktu tunda 

merupakan hal menarik dalam kajian pemodelan COVID 19.  

Pemberian vaksin dosis satu belum efektif menangani penyebaran 

COVID 19(WHO,2021). Tingkat infeksi setelah adanya vaksin dosis 

satu masih tinggi sehingga diusulkan vaksin dosis dua. Meskipun 

vaksin dosis dua tidak memberikan kekebalan seumur hidup, 

adanya vaksin dosis dua telah mampu mengurangi penyebaran 

COVID 19berdasarkan CDC tahun 2021 serta Ricahrd dan Baker 

tahun 2022. 

Data terbaru menunjukkan bahwa sekitar 658 juta jiwa masih 

terkonfirmasi COVID 19 dengan kematian mencapai 6.8 juta jiwa 

(WHO, 2022) meskipun telah dilakukan vaksinasi sebanyak dua 

kali. Berdasarkan Fitriana dan Ahmadi, 2022 , telah mengkaji 

penyebaran model COVID 19dengan adanya satu waktu  tunda dari 

populasi sembuh setelah mendapat dua kali vaksin COVID 19. 

Penelitian tersebut belum melibatkan vaksin booster yang ketiga.   

Pada bab ini, akan dibahas mengenai model matematika 

penyebaran COVID 19 dengan mempertimbangkan vaksinasi 

booster yang ketiga dan dua waktu tundaan yang berbasis pada 

model SEIR. Kajian dinamik dilakukan dengan analisa kestabilan 
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lokal pada sistem dengan maupun tanpa waktu tundaan.  Selain itu, 

juga dikaji mengenai bilangan reproduksi dasar dan kajian 

mengenai waktu tundaan. Simulasi numerik diberikan untuk 

menunjukkan kestabilan titik ekuilibrium bebas COVID 19 maupun 

endemik. Untuk mengetahui efek adanya waktu tundaan dan 

vaksin booster pertama atau vaksin dosis ketiga juga diberikan 

melalui kajian solusi numerik.  

 

METODE 

 

Dalam paper ini dimodelkan penyebaran COVID 19 dengan 

mempertimbangkan vaksin booster dan waktu tundaan. Model 

yang didapatkan akan dilakukan analisis secara matematika 

dengan menentukan titik ekuilibirum, kestabilan lokal dan 

melakukan simulasi numerik. Dalam hal ini, untuk menentukan 

kestabilan dari sistem tundaan menggunakan teorema yang telah 

dijelaskan dalam paper Kar yang dipublikasikan pada tahun 2003. 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Pada bagian ini, akan dianalisa model matematika COVID 19 

dengan mempertimbangkan pemberian vaksin booster dan efek 

waktu tundaan dalam sebuah model. 

Model Matematika 

Dalam proses pemodelan ini, populasi dibagi menjadi 5 kelas, yakni 

kelas yang rentan 𝑆, kelas yang exposed 𝐸, kelas yang terinfeksi 𝐼 

dan kelas yang sembuh 𝑅. Kelompok individu yang sembuh 

terhadap COVID 19 akan diberikan vaksin dosis pertama dan 

kedua. Sedangkan individu yang rentan merupakan individu yang 

dapat vaksin booster dosis pertama. Dalam hal ini, individu yang 

telah di vaksin tidak langsung berpindah dari kelas satu ke kelas 

lain, hal ini dikarenakan diperlukan waktu tertentu dari masuknya 

vaksin sampai tubuh dari individu tersebut memberikan respon. 

Lebih lanjut, waktu tersebut dinamakan waktu tundaan. Waktu 
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tundaan dari kelas yang rentan dan sembuh diasumsikan sama, 

yakni sebesar 𝜏. 

Untuk lebih lengkap terkait tabel parameter sebagai berikut. 

Tabel 1. Parameter 
Notasi Keterangan 

Λ  Laju rekrutmen 

𝛼 Tingkat interaksi antara kelas yang rentan 
ke exposed dan rentan ke infeksi COVID 19 

𝛽 Tingkat kelas yang exposed 

𝛾 Tingkat infeksi virus COVID 19 

𝜇 Tingkat kematian alami  

𝜃 Tingkat kematian di kelas terinfeksi yang 
disebabkan oleh  COVID 19 

𝛽1 Tingkat vaksinasi dosis 1 dan 2 

𝛽2 Tingkat vaksinasi booster 1 

 

Berdasarkan argument di atas, sehingga didapatkan diagram alir 

pada Gambar 1. 
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Gambar 1. Diagram Alir model matematika virus COVID 19 

Sehingga didapatkan sistem persamaan diferensial berikut 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
d𝑆(𝑡)

d𝑡
= Λ𝑁(𝑡)+ 𝛽1𝑅(𝑡 − 𝜏)− (𝛽1 + 𝛽2)𝑆(𝑡 − 𝜏)

−𝜇𝑆(𝑡)−
𝛼𝑆(𝑡)(𝐸(𝑡)+ 𝐼(𝑡))

𝑁(𝑡)
d𝐸(𝑡)

d𝑡
=
𝛼𝑆(𝑡)(𝐸(𝑡)+ 𝐼)(𝑡)

𝑁(𝑡)
− (𝜇 + 𝛽)𝐸(𝑡)

d𝐼(𝑡)

d𝑡
= 𝛽𝐸(𝑡)− (𝜃 + 𝜇+ 𝛾)𝐼(𝑡)

d𝑅(𝑡)

d𝑡
= (𝛽1 + 𝛽2)𝑆(𝑡)(𝑡 − 𝜏)+ 𝛾𝐼(𝑡)

−𝜇𝑅(𝑡) − 𝛽1𝑅𝐼(𝑡 − 𝜏)

 

 

 

 

 

(1) 

Selanjutnya, sistem tersebut akan dicari solusi terbatas. Perlu 

dipahami bahwa  

𝑁(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑅(𝑡) 

Sehingga didapatkan 
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d𝑁(𝑡)

d𝑡
= Λ − 𝜇𝑁(𝑡) − 𝜃𝐼(𝑡) ≤ Λ − 𝜇𝑁(𝑡) 

(2) 

Penyelesaian dari  Persamaan (2) adalah  

𝑁(𝑡) = 𝐶𝑒−𝜇𝑡 +
Λ

𝜇
 

Jika diberikan nilai awal 𝑁(0) = 𝑁0, maka didapatkan 

𝑁(𝑡) = 𝑁0𝑒
−𝜇𝑡 + (1 − 𝑒−𝑚𝑢 𝑡) (

Λ

𝜇
) 

Ambil  𝑡 → +∞, sehingga diperoleh 

lim
𝑡→+∞

𝑁(𝑡) =
Λ

𝜇
 

Artinya banyaknya populasi dalam kurun waktu tertentu akan 

menuju kapasitas batas, yakni 
Λ

𝜇
. Jadi, penyelesaian Sistem (1) 

dapat didefinisikan dalam daerah invariant positif ℳ dengan 

ℳ = {(𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑅) ∈ ℝ+
5 |𝑆(𝑡) ≥ 0, 𝐸(𝑡) ≥ 0, 𝐼(𝑡) ≥ 0, 𝑅(𝑡)

≥ 0, 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑅(𝑡) ≤
Λ

𝜇
} 

Jika Sistem (1) dilakukan nondimensenless, maka diperoleh 
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{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
d𝑠(𝑡)

d𝑡
= Λ − μs(𝑡)− αs(𝑡)(𝑒(𝑡)+ 𝑛(𝑡))

         +β1𝑟(𝑡 − 𝜏)− (𝛽1 + 𝛽2)𝑠(𝑡 − 𝜏)

d𝑒(𝑡)

d𝑡
= 𝛼𝑠(𝑡)(𝑒 + 1)− (𝜇 + 𝛽)𝑒(𝑡)

d𝑛(𝑡)

d𝑡
= 𝛽𝑒(𝑡)− (𝜃 + 𝜇+ 𝛼)𝑛(𝑡)

d𝑟(𝑡)

d𝑡
= (𝛽1 + 𝛽2)𝑆(𝑡 − 𝜏)+ 𝛼𝑛(𝑡)

−𝜇𝑟(𝑡) − 𝛽1𝑟(𝑡 − 𝜏)

 

 

 

 

 

(2) 

dengan  

𝑠(𝑡) + 𝑒(𝑡) + 𝑛(𝑡) + 𝑟(𝑡) = 1 

Lebih lanjut, dibahas titik ekuilibirum dari Sistem (2) sebagai 

berikut. 

Titik Ekuilibirum 

Titik ekuilibirum merupakan suatu titik yang seiring dengan 

berjalannya waktu nilainya akan menuju suatu konstanta. Untuk 

menentukan titik ekuilibirum dari Sistem (2), akan dibagi menjadi 

beberapa kasus sebagai berikut 

 

Titik ekuilibirum bebas COVID 19. Ketika nilai dari �̅� = �̅� = 0. 

Sehingga, Sistem (2) menjadi 

{
𝑛 − 𝜇�̅� + 𝛽1�̅� − (𝛽1 + 𝛽2)�̅� = 0
(𝛽1 + 𝛽2)�̅� − 𝜇�̅� − 𝛽1�̅� = 0

 
(3) 

Dari persamaan kedua Sistem (3), sehingga didapatkan 

(𝛽1 + 𝛽2)�̅� = (𝜇 + 𝛽1)�̅� 

�̅� =
(𝜇 + 𝛽1)

(𝛽1 + 𝛽2)
�̅� 

�̅� =
Λ(𝜇 + 𝛽1)

𝜇(2𝛽1 + 𝛽2 + 𝜇)
�̅� 

 

 

 

 

(4) 
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 Jika Persamaan (4) disubstitusikan ke persamaan pertama Sistem 

(3), maka didapatkan 

Λ − (𝛽1 + 𝛽2 + 𝜇)�̅� + 𝛽1�̅� = 0 

Λ − (𝛽1 + 𝛽2 + 𝜇) [
(𝜇 + 𝛽1)

(𝛽1 + 𝛽2)
] �̅� + 𝛽1�̅� = 0 

Λ − (𝛽1 + 𝛽2) − (𝛽1 + 𝛽2 + 𝜇)(𝜇 + 𝛽1)�̅�

+ 𝛽1(𝛽1 + 𝛽2)�̅� = 0 

�̅� =
Λ(𝛽1 + 𝛽2)

(𝛽1 + 𝛽2 + 𝜇)(𝜇 + 𝛽1) − 𝛽1(𝛽1 + 𝛽2)
 

�̅� =
Λ(𝛽1 + 𝛽2)

𝜇(2𝛽1 + 𝛽2 + 𝜇)
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Jadi, titik ekuilibirum bebas COVID 19 adalah 

𝑀0 = (�̅�, �̅�, �̅�, �̅�) = (
Λ(𝜇 + 𝛽1)

𝜇(2𝛽1 + 𝛽2 + 𝜇)
�̅�, 0,0,

Λ(𝛽1 + 𝛽2)

𝜇(2𝛽1 + 𝛽2 + 𝜇)
) 

Hal ini berarti bahwa virus COVID 19 akan hilang dari populasi, 

karena nilai dari kelas yang exposed dan kelas terinfeksi nol. 

 

Titik ekuilibirum endemik. Titik ini diperoleh ketika nilai dari 

�̅�, �̅�, �̅�, �̅� > 0. Sehingga Sistem (2) menjadi 

{
 

 
Λ − 𝜇�̅� − 𝛼�̅�(�̅� + �̅�) + 𝛽1�̅� − (𝛽1 + 𝛽2)�̅� = 0

𝛼�̅�(�̅� + �̅�) − (𝜇 + 𝛽)�̅� = 0

𝛽�̅� − (𝜃 + 𝜇 + 𝛼)�̅� = 0
(𝛽1 + 𝛽2)�̅� + 𝛼�̅� − (𝜇 + 𝛽)�̅� = 0

 

(5) 

Jika persamaan ketiga dari Sistem (5) diselesaikan, maka 

didapatkan 

�̅� = 𝑎1�̅� (6) 

 

dengan 𝑎1 =
𝜃+𝛼+𝜇

𝛽
. 

Jika Persamaan (6) disubstitusikan ke persamaan kedua dari 
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Sistem (5), maka 

𝛼�̅��̅� + 𝛼�̅��̅� − (𝜇 + 𝛽)�̅� = 0 

(𝛼𝑎1 + 𝛼)�̅��̅� − (𝜇 + 𝛽)𝑎1�̅� = 0 

𝛼(𝑎1 + 1)�̅� − (𝜇 + 𝛽)𝑎1 = 0 

�̅� =
(𝜇 + 𝛽)𝑎1
𝛼(𝑎1 + 1)

 

 

 

 

 

 

(7) 

Apabila Persamaan (7) disubstitusikan ke persamaan keempat dari 

Sistem (5), maka didapatkan 

(𝛽1 + 𝛽2)�̅� + 𝛼�̅� − (𝜇 + 𝛽1)�̅� = 0 

�̅� =
(𝛽1 + 𝛽2)�̅� + 𝛼�̅�

(𝜇 + 𝛽1)
 

 

 

(8) 

Apabila Persamaan (6), (7), dan (8) disubstitsikan ke persamaan 

pertama dari Sistem (5), maka didapatkan 

Λ − 𝜇�̅� − 𝛼�̅�(�̅� + �̅�) + 𝛽1�̅� − (𝛽1 + 𝛽2)�̅� = 0 

Λ − 𝜇�̅� − 𝛼�̅��̅�(𝑎1 + 1) + 𝛽1�̅� − (𝛽1 + 𝛽2)�̅� = 0 

�̅� =
Λ − 𝜇�̅� + 𝛽1�̅� − (𝛽1 + 𝛽2)�̅�

𝛼(𝑎1 + 1)�̅�
 

 

Jadi, titik ekilibirum endemik dari virus COVID 19 adalah 

𝑀1 = (�̅�, �̅�, �̅�, �̅�)

= (
(𝜇 + 𝛽)𝑎1
𝛼(𝑎1 + 1)

, 𝑎1�̅�,
Λ − 𝜇�̅� + 𝛽1�̅� − (𝛽1 + 𝛽2)�̅�

𝛼(𝑎1 + 1)�̅�
,
(𝛽1 + 𝛽2)�̅� + 𝛼�̅�

(𝜇 + 𝛽1)
) 

Artinya proporsi individu yang terinfeksi dan exposed akan selalu 

ada dalam populasi dan nilainya akan konvergen ke suatu nilai. 

 

Bilangan Reproduksi Dasar 

Motivasi untuk menentukan bilangan reproduksi dasar adalah 

untuk menentukan tingkat penyebaran dari virus COVID 19 dalam 

suatu model. Pertama, kita akan menentukan kelas yang dapat 
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menyebabkan virus tersebut semakin bertambah dan berkurang 

dalam suatu populasi, yang dalam hal ini adalah kelas exposed dan 

terinfeksi sebagai berikut. 

{

d𝑒(𝑡)

d𝑡
= 𝛼𝑠(𝑡)(𝑒 + 𝑖) − (𝜇 + 𝛽)𝑒(𝑡)

d𝑖(𝑡)

d𝑡
= 𝛽𝑒(𝑡) − (𝜃 + 𝜇 + 𝛾)𝑛(𝑡)

 

 

(9) 

Berdasarkan Persamaan (9), sehingga kita dapat mengkonstruksi 

ℱ = (
𝛼�̅�(𝑒 + 𝑛)

0
)      and    𝒱 = (

(𝜇 + 𝛽)𝑒

(𝜃 + 𝜇 + 𝛾)𝑛 − 𝛽𝑒
) 

Lebih lanjut, kita dapatkan 

𝐹 = (
𝛼�̅� 𝛼�̅�
0 0

)     and   𝑉 = (
𝜇 + 𝛽 0
−𝛽 𝜃 + 𝜇 + 𝛾

) 

Sehingga, kita dapatkan 

𝐾 = 𝐹𝑉−1 

𝐾 = (
𝛼�̅� 𝛼�̅�
0 0

)

(

 
 

1

𝜇 + 𝛽
0

𝛽

(𝜇 + 𝛽)(𝜃 + 𝜇 + 𝛾)

1

𝜃 + 𝜇 + 𝛾)

 
 

 

𝐾 = (
𝛼�̅�

𝜇 + 𝛽
+

𝛼𝛽�̅�

(𝜇 + 𝛽)(𝜃 + 𝜇 + 𝛾)

𝛼�̅�

(𝜃 + 𝜇 + 𝛾)
0 0

) 

Dari nilai  𝐾, kita dapatkan nilai eigen terbesar dari matriks 𝐾, 

yakni  

ℛ0 =
𝛼�̅�(𝛼𝛽 + 𝜃 + 𝜇 + 𝛾)

(𝜇 + 𝛽)(𝜃 + 𝜇 + 𝛾)
 

Lebih lanjut, nilai eigen terbesar dari 𝐾 disebut dengan bilangan 

reproduksi dasar atau ℛ0. 

Jika nilai dari ℛ0 < 1, maka virus COVID 19 seiring dengan 
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berjalannya waktu, virus COVID 19 akan hilang dari populasi 

tersebut.  

Jika nilai dari ℛ0 > 1, maka virus COVID 19 akan tetap ada dalam 

populasi tersebut.  

 

Analisis Kestabilan Lokal 

Sistem (2) merupakan sistem persamaan diferensial nonlinear, 

sehingga untuk menentukan kestabilannya diperlukan linearisasi 

di sekitaran titik ekuilibirum dengan mengambil  

𝑢(𝑡) = 𝑠(𝑡) − �̅� → 𝑢(𝑡 − 𝜏) = 𝑠(𝑡 − 𝜏) − �̅� 

𝑣(𝑡) = 𝑒(𝑡) − �̅� 

𝑤(𝑡) = 𝑛(𝑡) − �̅� 

𝑥(𝑡) = 𝑟(𝑡) − �̅� → 𝑥(𝑡 − 𝜏) = 𝑟(𝑡 − 𝜏) − �̅� 

Akibatnya, Sistem (2) menjadi 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
d𝑢(𝑡)

d𝑡
= −𝛼(�̅� + �̅� + 𝜇)𝑢(𝑡) − 𝛼�̅�𝑣(𝑡) − 𝛼�̅�𝑤(𝑡)

       −(𝛽1 + 𝛽2)𝑢(𝑡 − 𝜏) + 𝛽1𝑥(𝑡 − 𝜏)

dv(𝑡)

d𝑡
= (𝛼�̅� + �̅�)𝑢(𝑡) + (𝛼�̅� − 𝜇 − 𝛽)𝑣(𝑡)

+𝛼�̅�𝑤(𝑡)
dw(𝑡)

d𝑡
= 𝛽𝑣(𝑡) − (𝜃 + 𝜇 + 𝛾)𝑤(𝑡)

dv(𝑡)

d𝑡
= 𝛼𝑤(𝑡) + (𝛽1 + 𝛽2)𝑢(𝑡 − 𝜏)

−𝛽1𝑥(𝑡 − 𝜏)

 

 

 
 
 
 
 
(10) 

Sistem (10) dapat dituliskan menjadi berikut 



  

 
 

138 Bagaimana Matematika Memandang Pandemi Covid-19 

(

 
 
 
 
 
 

d𝑢(𝑡)

d𝑡
d𝑣(𝑡)

d𝑡
d𝑤(𝑡)

d𝑡
d𝑥(𝑡)

d𝑡 )

 
 
 
 
 
 

= (

𝑎1 𝑎3
𝑎2 𝑎4

𝑎3 0
−𝑎3 0

0 𝛽
0 0

𝑎4 0
𝛾 0

)(

𝑢(𝑡)

𝑣(𝑡)

𝑤(𝑡)
𝑥(𝑡)

)

+ (

−𝑎6 0
0 0

0 𝛽1
0 0

0 0
𝑎6 0

0 0
0 −𝛽1

)(

𝑢(𝑡 − 𝜏)

𝑣(𝑡 − 𝜏)

𝑤(𝑡 − 𝜏)

𝑥(𝑡 − 𝜏)

) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(11) 

dengan  

𝑎1 = −𝛼(�̅� + �̅� + 𝜇) 

𝑎2 = 𝛼�̅� + �̅� 

𝑎3 = −𝛼�̅� 

𝑎4 = 𝛼�̅� − 𝜇 − 𝛽 

𝑎5 = 𝛼�̅� − 𝜇 − 𝛾 

𝑎6 = 𝛽1 + 𝛽2 

Misalkan penyelesaian dari Sistem (11) adalah  

𝑢(𝑡) = 𝑐1𝑒
−𝜆𝑡

, 𝑣(𝑡) = 𝑐2𝑒
−𝜆𝑡

, 𝑤(𝑡) = 𝑐3𝑒
−𝜆𝑡

, 𝑥(𝑡) = 𝑐4𝑒
−𝜆𝑡

 

Sehingga didapatkan 

(𝜆𝐼 − 𝐴1 + 𝐴2𝑒
−𝜆𝜏)(

𝑐1𝑒
−𝜆𝑡

𝑐2𝑒
−𝜆𝑡

𝑐3𝑒
−𝜆𝑡

) = 0 

 

(12) 

Karena nilai dari 𝑒−𝜆𝑡 ≠ 0 dan 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ≠ 0 , sehingga Persamaan  

(12) menjadi 

|𝜆𝐼 − 𝐴1 − 𝐴2𝑒
−𝜆𝜏| = 0 

⇔ ||

𝜆 − 𝑎1 + 𝑎6𝑒
−𝜆𝜏 −𝑎3

−𝑎1 𝜆 − 𝑎4

−𝑎3 −𝛽1𝑒
−𝜆𝜏

𝑎3 0
0 −𝛽

−𝑎6𝑒
−𝜆𝜏 0

𝜆 − 𝑎4 0

−𝛾 𝜆 + 𝛽1𝑒
−𝜆𝜏

|| = 0 
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⇔ (𝛽1𝑒
−𝜆𝜏) [−𝑎2 |

−𝛽 𝜆 − 𝑎4
0 −𝛾

| − 𝑎6𝑒
−𝜆𝜏 |

𝜆 − 𝑎4 𝑎3
−𝛽 𝜆 − 𝑎4

|] 

+(𝜆 + 𝛽1𝑒
−𝜆𝜏) [(𝜆 − 𝑎1 + 𝑎6𝑒

−𝜆𝜏) |
𝜆 − 𝑎4 𝑎3
−𝛽 𝜆 − 𝑎4

|

+ 𝑎2 |
−𝑎3 −𝑎3
−𝛽 𝜆 − 𝑎4

|] = 0 

⇔ (𝛽1𝑒
−𝜆𝜏)[−𝑎2𝛽𝛾 − 𝑎6𝑒

−𝜆𝜏(𝜆2 − 2𝑎4𝜆 + 𝑎4
2 + 𝛽𝑎3)] 

+(𝜆 + 𝛽1𝑒
−𝜆𝜏)[(𝜆 − 𝑎1 + 𝑎6𝑒

−𝜆𝜏)(𝜆2 − 2𝑎4𝜆 + 𝑎4
2 + 𝛽𝑎3)

+ 𝑎2(−𝑎3𝜆 + 𝑎3𝑎4 − 𝛽3)] = 0 

⇔ 𝜆4 + 𝑐2𝜆
3 + 𝑐8𝜆

2 + 𝑐9𝜆 + (𝑓1𝜆
3 + 𝑓2𝜆

2 + 𝑓3𝜆 + 𝑓4)𝑒
−𝜆𝜏 

                  +(𝑓5𝜆
2 + 𝑓6𝜆 + 𝑓7)𝑒

−2𝜆𝜏 = 0                         (13) 

dengan 

𝑏2 = −𝑎6𝛽1 

𝑏3 = 2𝑎4𝑎6𝛽 

𝑏4 = −𝑎6𝑎4
2𝛽1 

𝑏5 = −𝑎6𝛽𝑎3𝛽1 

𝑐1 = 𝑎3𝑎4 − 𝛽𝑎3 

𝑐2 = −2𝑎4 − 𝑎1 

𝑐3 = 𝑎4
2 + 𝛽𝑎3 + 2𝑎1𝑎4 

𝑐4 = −𝑎1𝑎4
2 − 𝑎1𝑎3𝛽 

𝑐5 = 𝑎4
2𝑎6 

𝑐7 = 𝛽𝑎3𝑎6 

𝑐9 = 𝑐4 + 𝑎2𝑐1 

𝑐8 = 𝑐3 − 𝑎2𝑎3 

𝑐10 = 𝑐6 + 𝑐7 

𝑓1 = 𝑎6 + 𝛽 

𝑓2 = 𝛽1𝑐2 − 𝑐5 

𝑓3 = 𝑎10 + 𝛽1𝑐8 

𝑓4 = 𝑏1 + 𝑐9𝛽1 

𝑓5 = 𝑏2 + 𝑎6𝛽1 

𝑓6 = 𝑏3 − 𝛽1𝑐5 

𝑓7 = 𝑏4 + 𝑏5 + 𝑎10𝛽 

Selanjutnya, persamaan (13) akan dianalisa menjadi dua kasus, 
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yakni untuk 𝜏 = 0 dan untuk 𝜏 > 0 sebagai berikut. 

Kasus 1. Untuk 𝜏 = 0, sehingga Persamaan (13) menjadi  

𝜆4 + 𝑔1𝜆
3 + 𝑔2𝜆

2 + 𝑔3𝜆 + 𝑔4 = 0 (14) 

dengan  

𝑔1 = 𝑐2 + 𝑓1 

𝑔2 = 𝑐8 + 𝑓2 + 𝑓5 

𝑔3 = 𝑐9 + 𝑓3 + 𝑓6 

𝑔4 = 𝑓4 + 𝑓7 

Dengan menggunakan kriteria R-H, sehingga  

1 𝑔2 𝑔4 

𝑔1 𝑔3 0 

𝑔5 = 𝑔2 −
𝑔3
𝑔1

 𝑔4 0 

𝑔6 = 𝑔3 −
𝑔1𝑔4
𝑔5

   

𝑔4   

 

Berdasarkan tabel tersebut, nilai 𝜆  akan bernilai real negatif ketika 

nilai-nilai di kolom pertama harus bertanda sama. Karena nilai 

yang berada di kolom pertama, baris pertama 1 (positif), sehingga 

agar akar realnya negatif, nilai  

𝑔1 > 0, 𝑔4 > 0,𝑔5 > 0, 𝑔6 > 0 

Dengan kata lain, sistem (1) akan stabil asimtotik lokal di sekitar 

titik ekuilibrium  

(�̅�, �̅�, �̅�, �̅�) 

Ketika nilai dari  

𝑔1 > 0, 𝑔4 > 0,𝑔5 > 0, 𝑔6 > 0 

Kasus 2. Untuk 𝜏 = 𝑖𝑤 > 0 dengan 𝑤 ∈ ℝ+, sehingga Persamaan 

(13) menjadi 
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(𝑖𝑤)4 + 𝑐2(𝑖𝑤)
3 + 𝑐8(𝑖𝑤)

2 + 𝑐9(𝑖𝑤)

+ (𝑓1(𝑖𝑤)
3 + 𝑓2(𝑖𝑤)

2 + 𝑓3(𝑖𝑤)

+ 𝑓4)𝑒
−𝑖𝑤𝜏 

(𝑓5(𝑖𝑤)
2 + 𝑓6(𝑖𝑤) + 𝑓7)𝑒

−2𝑖𝑤𝜏 = 0 

⇔ 𝑤4 − 𝑐2𝑤
3𝑖 − 𝑐8𝑤

2 + 𝑐9𝑤𝑖

+ (−𝑓1𝑤
3 − 𝑓2𝑤 + 𝑓3𝑤𝑖

+ 𝑓4)(cos(𝑤𝜏) − 𝑖 sin(𝑤𝜏)) 

+(−𝑓5𝑤
2 + 𝑓6𝑤𝑖 + 𝑓7)(cos(2𝑤𝜏) − 𝑖 sin(2𝑤𝜏)) = 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(15) 

 Dengan memisahkan bagian real dan imajiner pada persamaan 

(15), sehingga diperoleh 

𝑤8 + ℎ1𝑤
6 + ℎ2𝑤

4 + ℎ3𝑤
2 + ℎ4 = 0 (16) 

Persamaan (16) tidak memiliki variasi tanda antar koefisiennya. 

Berdasarkan aturan tanda Descartes, sehingga persamaan (16) 

tidak akan mempunyai akar-akar real yang bernilai positif. Lebih 

lanjut, untuk kasus 𝜏 > 0 tidak akan mempunyai nilai 𝜏𝑘 yang 

menyebabkan terjadinya perubahan kestabilan. Akibatnya, titik 

ekuilibirum 𝑀0 dan 𝑀1 akan selalu stabil asiomtotik lokal untuk 

𝜏 > 0 (Teorema Kar, 2003). 

 

Simulasi Numerik 

Titik Ekulibirum Bebas COVID 19 

Untuk simulasi ini, diambil beberapa parameter Λ = 0.2 , α =

0.6, β = 0.8, β1 = 0.8, 𝛽2 = 0.8, 𝜇 = 0.3; 𝜃 = 0.02, 𝛾 =

0.89. Akibatnya, diperoleh bilangan reproduksi dasar  

ℛ0 = 0.20 

Hal ini berarti bahwa ketika ada satu individu yang terinfeksi tidak 

akan menularkan ke individu yang lain dan seiring dengan 

berjalannya waktu akan punah. Dengan kata lain, virus COVID 19 

akan hilang dari populasi. Lebih lanjut, simulasinya sebagai 

berikut. 
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Gambar 2. Simulasi Numerik Bebas COVID 19 Tanpa Tundaan 

 

Pada kurva solusi tersebut, proporsi individu yang rentan di awal 

waktu mengalami penurunan, kemudian seiring dengan 

berjalannya waktu mengalami kenaikan lalu konstan. Akan tetapi, 

hal ini berbeda dengan proporsi individu yang exposed, di awal 

waktu selalu mengalami penurunan dan hingga akhirnya konstan 

menuju nol. Perilaku ini, mirip dengan proporsi individu yang 

terinfeksi COVID 19. 
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Gambar 3. Simulasi Numerik Bebas COVID 19 Tanpa dan Dengan 
Tundaan 

 

Simulasi tersebut merupakan  perbandingan simulasi untuk 

proporsi individu yang terinfeksi COVID 19 tanpa tundaan dan 

dengan diberikan tundaan sebesar 3 satuan waktu. Dalam simulasi 

tersebut, pada waktu 2 satuan waktu terjadi perbedaan antara 

proporsi kelas yang terinfeksi tanpa tundaan dengan waktu 

diberikan tundaan sebesar 3 satuan waktu. Akan tetapi, proporsi 

individu yang terinfeksi tanpa dan dengan tundaan seiring dengan 

berjalannya waktu akan konstan menuju nol. 

 

Titik Ekuilibrium Endemik COVID 19 

Pada simulasi ini, diambil beberapa parameter Λ = 0.2 , α =

0.8, β = 0.2, β1 = 0.004, 𝛽2 = 0.004, 𝜇 = 0.3; 𝜃 = 0.02, 𝛾 =

0.89. Akibatnya, diperoleh bilangan reproduksi dasar  

ℛ0 = 1.17 

Hal ini berarti bahwa ketika ada satu individu yang terinfeksi akan 

menularkan ke satu atau dua individu baru dalam populasi 

tersebut. Lebih lanjut, satu atau dua individu tersebut akan 

menularkan kembali ke satu atau individu yang lain, begitu 

seterusnya. Sehingga, virus COVID 19 tidak akan hilang dari 
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populasi tersebut. Lebih lanjut, simulasinya sebagai berikut. 

 

 
Gambar 4. Simulasi Numerik Endemik COVID 19 tanpa tundaan 

 

Pada simulasi tersebut, proporsi individu yang rentan COVID 19 di 

awal waktu mengalami kenaikan lalu konstan menuju suatu nilai 

tertentu. Akan tetapi, untuk kelas yang lain, proporsi individu yang 

exposed, terinfeksi dan sembuh langsung mengalami penurunan 

dan seiring dengan berjalannya waktu akan konvergen menuju 

suatu nilai. Lebih lanjut, untuk kelas yang sembuh nilainya tidak 

konvergen ke 0.  
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Gambar 5. Simulasi Numerik Endemik COVID 19 

 

Dalam simulasi tersebut, proporsi individu yang terinfeksi dan 

exposed selalu mengalami penurunan di awal waktu dan seiring 

dengan berjalannya waktu akan selalu konvergen menuju suatu 

nilai tertentu yang tak nol. Dengan kata lain, endemi akan selalu 

terjadi dalam populasi tersebut. Lebih lanjut, simulasi tersebut juga 

menggambarkan bahwa proporsi individu yang tanpa dan dengan 

waktu tundaan tidak terjadi perubahan secara signifikan.  
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Gambar 6. Simulasi Numerik Endemik COVID 19 

 

Pada simulasi tersebut, proporsi individu yang terinfeksi COVID 19 

tanpa dan dengan waktu tundaan tidak mengalami perubahan 

perilaku yang cukup signifikan. Yakni di awal waktu mengalami 

penurunan proporsi individu yang terinfeksi, kemudian seiring 

dengan berjalannya waktu akan konstan menuju suatu nilai 

tertentu yang tak nol. 
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Gambar 7. Simulasi Numerik Efek Vaksin Booster 1 dengan 
Proporsi Kelas Terinfeksi 

 

Dalam simulasi tersebut, semakin vaksin boosternya bertambah 

dan gencar dilakukan. Akibatnya, proporsi individu yang terinfeksi 

COVID 19 akan mengalami penurunan. Dengan kata lain, 

pemberian vaksin booster 1 efektif untuk mencegah penyebaran 

virus COVID 19. Jika dalam populasi tersebut tidak dilakukan 

vaksin booster 1, maka hal ini berakibat bahwa akan terjadi 

banyaknya individu yang terinfeksi sebesar 0.5.  
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Gambar 8. Simulasi Numerik Efek Vaksin Booster 1 dengan 
Bilangan Reproduksi Dasar 

 

Berdasarkan simulasi tersebut, pemberian vaksin booster 1 dapat 

menurunkan bilangan reproduksi dasar. Dalam hal ini, bilangan 

reproduksi dasar merupakan interpretasi dari tingkat penyebaran 

virus COVID 19 dalam suatu populasi. Ketika tidak diberikan vaksin 

booster 1, akibatnya bilangan reproduksi dasarnya adalah 1,12. Hal 

ini berarti bahwa individu yang terinfeksi virus COVID 19 antara 1 

sampai 2 orang. Kemudian 1 atau 2 orang tersebut menularkan ke 

1 atau 2 orang individu yang lain. Hal tersebut berlangsung terus 

menerus, kalau tidak dilakukan pencegahan akan menimbulkan 

endemi yang berkelanjutan.  

SIMPULAN 

Pada model matematika dengan dua  waktu tundaan yang sama  

menunjukkan bahwa adanya waktu tunda hanya memperlambat 

tingkat inveksi dngan lak yang ham sama. Teorema Kar 

menunjukkan bahwa titik ekuilibrium dengan waktu tunda akan 

dapat stabil.  Adanya vaksin booster dapat menekan penularan 

Covid-19 yang ditunjukkan penurunan bilangan reproduksi dasar 

seiring dengan tingkat vaksin boster meningkat. 
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