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Abstrak
Tingginya insidensi penularan dan kematian akibat
Corona menunjukkan bahwa Corona sangat

berbahayatindakan pengobatan yang optimal perlu untuk
segera dilakukan. Infeksi virus Corona menyebabkan sitokin
pro-inflamasi di dalam tubuh manusia diproduksi secara
berlebihan dan tidak terkontrol. Hal ini dapat menyebabkan
terjadinya badai sitokin, yang dapat menyebabkan kematian.
Sitokin anti-inflamasi dapat dijadikan target dalam
pengobatan badai sitokin, karena menghambat produksi
sitokin pro-inflamasi. Interaksi antara sitokin pro-inflamasi
dan anti-inflamasi tersebut membentuk suatu sistem respon
inflamasi yang dapat dimodelkan. Model Matematika sistem
respon inflamasi akibat infeksi virus Corona yang telah
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dikonstruksi ~ pada  penelitian sebelumnya belum
mempertimbangkan faktor pengobatan dan dinamika
konsentrasi virus sebagai suatu variabel. Pada penelitian ini,
kami mengonstruksi tiga model matematika baru dengan
menambahkan kedua faktor tersebut untuk mengetahui
syarat agar pengobatan yang optimal dapat dilakukan dan
agar infeksi virus Corona tetap dalam fase laten, sehingga
penyebaran infeksi virus Corona dapat dicegah. Model
matematika pertama terdiri atas tiga variabel yang
merepresentasikan konsentrasi sitokin pro-inflamasi, anti-
inflamasi, dan obat. Model matematika kedua memuat suku
produksi sitokin pro-inflamasi dinyatakan dengan suku
logistik. Pada model matematika ketiga, ditambahkan
variabel yang menyatakan konsentrasi virus Corona. Tujuan
penelitian ini dicapai dengan mencari titik-titik ekuilibrium
pada ketiga model, beserta syarat kestabilannya secara
analitik, kemudian hasilnya disimulasikan secara numerik.

PENDAHULUAN

Berbagai penyakit menular yang menjangkit manusia dapat
disebabkan oleh transmisi kehidupan alam ke manusia, seperti
virus Corona yang telah mewabah sejak tahun 2020 hingga
sekarang. Kasus Corona mencapai 243.729.100 kasus dengan
4.953.325 kematian yang terjadi di berbagai negara di dunia hingga
23 Oktober 2021 (www.worldometers.info/coronavirus).

Infeksi virus Corona pada tubuh manusia dapat dideteksi
dengan peningkatan konsentrasi sitokin pro-inflamasi secara
signifikan dan tidak terkontrol, sehingga menyebabkan
peradangan yang melemahkan pembuluh darah di paru-paru,
sehingga cairan meresap ke kantong udara (alveoli), memenuhi
pembuluh darah, dan akhirnya mengakibatkan masalah sistemik
yang dapat merusak organ. Fenomena ini disebut dengan badai
sitokin (Azmi et al., 2020; Hojyo et al., 2020; Soy et al., 2020; Tang
et al,, 2020). Selain sitokin pro-inflamasi, terdapat sitokin anti-
inflamasi yang berfungsi untuk mengurangi produksi sitokin pro-
inflamasi dan berpotensi untuk dijadikan target pengobatan
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(Zhang et al., 2020) dalam rangka menanggulangi produksi sitokin
pro-inflamasi yang berlebihan sedemikian hingga menyebabkan
badai sitokin.

Interaksi antara sitokin pro-inflamasi dan anti-inflamasi
membentuk suatu sistem respon inflamasi di dalam tubuh manusia
yang telah dimodelkan dan dianalisis secara matematis dalam
Wiraya (2021). Namun, dalam model tersebut penambahan suku
produksi sitokin pro-inflamasi masih diasumsikan konstan, belum
mempertimbangkan virus Corona sebagai suatu variabel, belum
meninjau fenomena badai sitokin sebagai suatu karakter terjadinya
infeksi virus Corona, dan belum mempertimbangkan faktor
pengobatan yang dapat diupayakan untuk mengatasi Corona. Oleh
karena itu, dalam penelitian ini, kami mengonstruksi dan
menganalisis tiga model baru yang merupakan modifikasi dari
model sebelumnya dalam Wiraya (2021), yaitu dengan
menambahkan sebuah variabel yang merepresentasikan faktor
pengobatan pada model pertama, mengubah suku penambahan
konsentrasi sitokin pro-inflamasi dari bentuk konstan menjadi
logistik pada model kedua, sehingga lebih realistis, dan
mempertimbangkan pengaruh  virus Corona dengan
menambahkan konsentrasi virus Corona pada model ketiga
sebagai variabel model yang memicu terjadinya badai sitokin.
Berdasarkan modifikasi model tersebut, diharapkan indikator
kejadian sekaligus tingkat pengobatan badai sitokin yang optimal
dapat diidentifikasi, sehingga dapat menjadi rekomendasi medis
untuk penanganan Corona.

MODEL MATEMATIKA PERTAMA
1) Model Matematika

Sistem respon inflamasi akibat infeksi virus Corona
pada manusia terdiri atas sitokin pro-inflamasi dan sitokin
anti-inflamasi yang saling berinteraksi. Sitokin pro-
inflamasi merupakan sitokin yang merespon adanya infeksi
virus dan sitokin anti-inflamasi merupakan sitokin yang
mengontrol produksi sitokin pro-inflamasi agar tidak
berlebihan.
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Infeksi virus Corona memicu peningkatan
konsentrasi sitokin pro-inflamasi yang dapat menimbulkan
badai sitokin. Di sisi lain, produksi sitokin pro-inflamasi
dihambat oleh sitokin anti-inflamasi saat keduanya
bereaksi. Selain itu, sitokin pro-inflamasi juga dapat
mengalami degradasi alami.

Selain mengurangi konsentrasi sitokin pro-
inflamasi, reaksi sitokin pro-inflamasi dan sitokin anti-
inflamasi menyebabkan peningkatan konsentrasi sitokin
anti-inflamasi. Sitokin anti-inflamasi juga dapat mengalami
degradasi alami.

Pada penelitian ini, faktor pengobatan yang dapat
meningkatkan  konsentrasi  sitokin  anti-inflamasi
ditambahkan sebagai variabel model untuk
mengoptimalkan penghambatan produksi sitokin pro-
inflamasi yang dapat memicu terjadinya badai sitokin.
Faktor pengobatan tersebut menambah konsentrasi sitokin
anti-inflamasi saat terjadi reaksi antara keduanya. Faktor
pengobatan tersebut direpresentasikan dalam bentuk
logistik.

Berdasarkan interaksi dalam sistem respon
inflamasi dengan penambahan faktor pengobatan yang
telah dipaparkan, dapat didefinisikan variabel dan
parameter model. Variabel model didefinisikan pada Tabel

1 berikut.
Tabel 1. Variabel Model
Variabel | Interpretasi Nilai Awal Satuan
P Konsentrasi sitokin Estimasi by
pro-inflamasi mL
A Konsentrasi sitokin Estimasi P9
anti-inflamasi mL
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D Konsentrasi obat Estimasi Py
mL
t Waktu Estimasi jam

Variabel P, A, D, dan t bersifat non-negatif, karena P, 4, D
merepresentasikan konsentrasi dan t merepresentasikan
waktu. Parameter model didefinisikan pada Tabel 2

berikut.
Tabel 2. Parameter Model
Parameter | Interpretasi Nilai Satuan
a Tingkat 0.343 + by
produksi 0.178 mlL - jam - jumlah sel
sitokin pro- atau 0.81
inflamasi
akibat infeksi

virus Corona

n Tingkat 0.009 + pg
penambahan 0.004 | mL-jam: jumlah sel
konsentrasi atau 0.81
sitokin anti-
inflamasi
akibat
interaksinya
dengan
sitokin pro-
inflamasi

€ Tingkat 0.81 pg
pengaruh mL - jam - jumlah sel
obat
terhadap
penambahan
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konsentrasi
sitokin anti-
inflamasi
Tingkat 0.165 rg
penambahan atau mL - jam - jumlah sel
obat 0.521
Tingkat 0.343 pg
interaksi +0.178 | mL-jam- jumlah sel
sitokin pro-
inflamasi
dengan
sitokin anti-
inflamasi
Tingkat 0.751 jam™1
degradasi +0.198
alami sitokin
pro- inflamasi
Tingkat 0.87 jam™!
degradasi + 0.281
alami sitokin
anti-inflamasi
Rasio tingkat 0.553 mlL
penambahan atau pg - jam
obat 0.949
terhadap
kapasitas
batas
Seluruh  parameter bernilai non-negatif, karena

merepresentasikan tingkat atau rasio dari besaran yang

bernilai positif.
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Berdasarkan interaksi yang terjadi pada sistem
respon inflamasi akibat infeksi virus Corona dengan
penambahan faktor pengobatan dan pendefinisian
variabel, serta parameter model, maka diagram
kompartemen interaksi antar variabel model dengan
tingkat interaksi masing-masing dapat disajikan sebagai
berikut.

Gambar 1. Diagram Kompartemen Interaksi Sitokin Pro-
Inflamasi, Sitokin Anti-Inflamasi, dan Faktor Pengobatan
dalam Sistem Respon Inflamasi Akibat Infeksi Virus
Corona.

Berdasarkan diagram kompartemen interaksi
sitokin pro-inflamasi, sitokin anti-inflamasi, dan faktor
pengobatan dalam sistem respon inflamasi akibat infeksi
virus Corona dapat dikonstruksi model matematika yang
berbentuk sistem persamaan diferensial biasa non-linear
dengan variabel berdimensi tiga dan parameter berdimensi
delapan sebagai berikut.

ap

- = a—YPA—YP (1)
&8 = PA - 6A + eDA (2)
2 = D(B - 8D) (3)

Persamaan (1) merepresentasikan laju perubahan
konsentrasi sitokin pro-inflamasi terhadap waktu. Suku
pertama menotasikan penambahan konsentrasi sitokin
pro-inflamasi akibat infeksi virus Corona dengan tingkat
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2)

sebesar «a. Suku kedua menotasikan pengurangan
konsentrasi sitokin pro-inflamasi akibat interaksinya
dengan sitokin anti-inflamasi dengan tingkat sebesar y.
Suku ketiga menotasikan pengurangan konsentrasi sitokin
pro-inflamasi akibat degradasi alami dengan tingkat
sebesar .

Persamaan (2) merepresentasikan laju perubahan
konsentrasi sitokin anti-inflamasi terhadap waktu. Suku
pertama menotasikan penambahan konsentrasi sitokin
anti-inflamasi akibat interaksinya dengan sitokin pro-
inflamasi dengan tingkat sebesar 7. Suku kedua
menotasikan pengurangan Kkonsentrasi sitokin anti-
inflamasi akibat degradasi alami dengan tingkat sebesar 6.
Suku ketiga menotasikan penambahan konsentrasi sitokin
anti-inflamasi akibat pengaruh dari pengobatan dengan
tingkat e.

Persamaan (3) merepresentasikan laju perubahan
konsentrasi obat terhadap waktu yang dinotasikan dengan
persamaan logistik dengan tingkat penambahan obat

sebesar  dan rasio tingkat penambahan obat dengan
B

kapasitas batas konsentrasi obat sebesar §, sehingga 5

merupakan kapasitas batas konsentrasi obat.

Titik Ekuilibrium

Titik ekuilibrium pada kasus ini merupakan kondisi
konsentrasi sitokin pro-inflamasi, sitokin anti-inflamasi,
dan obat yang statis untuk waktu yang lama. Terdapat dua
titik  ekuilibrium yang terkait dengan pengaruh
pengobatan. Pertama, titik ekuilibrium infeksi yang
menginterpretasikan kondisi statis sitokin dan konsentrasi
obat dalam waktu lama tanpa pengobatan. Kedua, titik
ekuilibrium bebas penyakit yang menginterpretasikan
kondisi statis sitokin dan konsentrasi obat untuk waktu
yang lama dengan pengobatan. Perhitungan titik
ekuilibrium dijelaskan pada Teorema 1.

Teorema 1. Titik ekuilibrium infeksi adalah E; =
(g an—y0o

)

i 0) yang eksis jika % > %. Titik ekuilibrium bebas
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05—-Bs adn—-06P+Bye E
on ' y(B5-Be) S

penyakit adalah E, = ( ) yang eksis

]Ika =35 < =

Bukti: Titik ekuilibrium diperoleh dengan mencari solusi
sistem ap _ dA _ db _ 0. Berdasarkan hal tersebut,

dt ~ dt  adt

diperoleh
a—yPA—pP =0 @Az“;f”, (4)
nPA—9A+gDA=O<=>A=0VP=9_n£D, (5)
D(8 —&D) =0 @D:OVD:% (6)

Nilai D =0 pada persamaan (6) disubstitusikan ke

Persamaan (5), diperoleh P = %. Nilai P = %disubstitusikan

ke Persamaan (4), diperoleh Azany;ew. Akibatnya,
6 an-yo

diperoleh titik ekuilibrium E; = (;, , O). Nilai D pada

Y6
titik ekuilibrium ini adalah 0, sehingga titik ekuilibrium ini
merupakan kondisi statis saat tidak adanya pengobatan,
sehingga berpotensi terjadinya badai sitokin. Oleh karena

itu, titik ekuilibrium ini disebut titik ekuilibrium infeksi.
Titik ekuilibrium ini eksis jika an — 6 = 0 atau% = %.

Nilai D =£ disubstitusikan ke Persamaan (5), diperoleh

5
05-Bs .o . o _ 05—Pe
o Nilai P = pom

(4), diperoleh A = adn-68p+pye

P = disubstitusikan ke Persamaan

. Akibatnya, diperoleh titik

Y(85-Fe)
ekuilibrium E, = (956'77[’8,“5’;:;1”[;“5‘”8,%). Nilai D pada

titik ekuilibrium ini adalah %. Titik ekuilibrium ini

merupakan kondisi statis saat adanya pengobatan,
sehingga kemungkinan terjadinya badai sitokin lebih kecil.
Oleh karena itu, titik ekuilibrium ini dinamakan titik
ekuilibrium bebas penyakit. Titik ekuilibrium ini eksis jika

66 — e > 0 atau §<g dan aén — 06y + fye = 0 atau
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3)

eww—gaﬂ < g. Akibatnya, titik ekuilibrium ini eksis jika
91P¢—£an < % < g. Selain itu, nilai P pada E, adalah 65—Be _
% g—; < s. Akibatnya, konsentrasi sitokin pada titik

ekuilibrium E; lebih tinggi daripada konsentrasi sitokin
pada titik ekuilibrium E, sehingga kondisi yang
direpresentasikan oleh E; lebih berpotensi menimbulkan
badai sitokin daripada kondisi yang direpresentasikan oleh
E,.

Terdapat dua titik ekuilibrium lain pada Sistem

(model), yaitu E; = (%,0,0) dan E, = (%Og) Namun,
kedua titik ekuilibrium tersebut tidak realistis dan tidak
dapat diinterpretasikan secara medis. Oleh karena itu, pada
penelitian ini titik ekuilibrium yang dianalisis adalah E; dan

E,.

Kestabilan Lokal Titik Ekuilibrium

Kestabilan lokal titik ekuilibrium merupakan
dinamika konsentrasi sitokin pro-inflamasi, sitokin anti-
inflamasi, dan obat di sekitar titik ekuilibrium. Sifat
kestabilan lokal titik ekuilibrium E; dan E; dicari dengan
metode linearisasi dan dijelaskan pada Teorema 2.

Teorema 2. Jika %> %, maka titik ekuilibrium E; bersifat
saddle. ]ikazgl/;);:”7 < % < %, maka E bersifat stabil asimtotik.
Bukti: Matriks Jacobian dari Sistem (model) untuk titik
ekuilibrium E,;,n = i, 0 adalah

JE)) =[-YA—¢Y —yPOnAnP —60+eDeA00B — 25D .

J(E) = |-

Akibatnya, diperoleh Matriks Jacobian dari Sistem (model)
untuk titik ekuilibrium E;

an _y8  nlan— o) - eWo — an)
6 7 14 10

0038 |.

Persamaan karakteristik dari J(E;) adalah
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G-p [+ () 1-wo-ap] =0,

sehingga diperoleh nilai eigen dari Persamaan (7)

-2t ﬂ2+4(lllt9—ocn)
4) 1, =fataud,; = —2 (9)2 :

Akibatnya, A; = f > 0. Berdasarkan syarat eksistensi
E;, maka nilai 8 — an < 0. Agar 4, # 0, maka 8 — an <

~ 9y (90)* 4 a(po-am)
0. Akibatnya, A, ;3 = 6 (0 )2

ity, titik ekuilibrium E; bersifat saddle.
Matriks Jacobian dari Sistem (model) untuk titik
ekuilibrium E,

< 0.0leh karena

J(Eo)
B [ adn  y(Be—06) n(adn— 08y + Bye) e(adn — 06Y + Be)

| e5-ps on v (65 — Be) y(65 — Be)
_p ]

Persamaan karakteristik dari J(E,) adalah
adn

A+p) [/12+(Ga_ﬁg)l—n(ﬁdlp—ac?n—ﬂl/)s)] =0,

00

sehingga diperoleh nilai eigen dari Persamaan (8)

T j (G,Z‘f’;,s)2 + 4n(85Y—asn-ppe)

2
Akibatnya, A; = —f < 0. Dari syarat eksistensi E|,
diperoleh nilai fe — 05 <0 dan 66y — adn — fpe < 0.
Agar A, # 0, maka 66y — adn — fye < 0. Akibatnya,

Al = _B atau AZ.?) =

2
secast j(g‘gf’},g) + 4n(05Y—asn—pie)
Az = > < 0. Oleh karena

itu, titik ekuilibrium E|, bersifat stabil asimtotik.

5) Simulasi Numerik
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Pada bagian ini akan disimulasikan dinamika sistem
respon inflamasi akibat infeksi virus Corona, baik untuk
kasus tanpa pengobatan, maupun dengan pengobatan
untuk mengilustrasikan hasil analisis eksak yang telah
dilakukan dan mengetahui pengaruh pengobatan yang
diterapkan dalam menangani badai sitokin.

a. Dinamika Sistem Respon Inflamasi Tanpa Pengobatan
Nilai parameter yang digunakan untuk
mensimulasikan kondisi dinamika yang terjadi pada
sistem respon inflamasi tanpa pengobatan dipilih
sedemikian sehingga memenuhi syarat eksistensi dan
kestabilan lokal titik ekuilibrium badai sitokin atau

a
P
terpenuhinya syarat eksistensi dan kestabilan lokal

titik ekuilibrium bebas badai sitokin atau pengobatan

tanpa pengobatan E;, yaitu >% dan tidak

E,, yaitu §> g. Nilai parameter yang dipilih dalam

simulasi kasus ini disajikan sebagai berikut.

Tabel 3. Nilai Parameter Simulasi Dinamika Sistem
Respon Inflamasi Tanpa Pengobatan

Parameter Nilai
a 0.81
n 0.81
£ 0.81
B 0.521
Y 0.343
Y 0.553
0 0.589
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) 0.553

Berdasarkan nilai parameter pada Tabel 3,
diperoleh titik ekuilibrium E; = (0.727,1.635,0).
Selanjutnya, akan disimulasikan potret fase solusi
Sistem (model) di sekitar E;.

172 17 168 166 164 162 16 158 156

Konsentrasi Sitokin Anti-Inflamasi (pg/mL)

E=(0.725,1.633,0.0001) Trayektori A
E =(0.727,1.635,0) ) Trayeklori B
i ) \ Trayektori C
\ : Trayektori D
'-\ : Trayektor E
i Trayektori F =
. 0.01 4 F=(D.73,1.64,0.0001) E
3 . =
£ \ =
= . \
2 0.008 ) L D=(0.8,1.6,0) E
= D\ 0.8
- = L £
B 0.006 - C=(0.75,1.7,0) YL 8
o 075 £
# 0.004 —| _ o
= - 0.7 o
= — = =
2 0.002 - P A=(0.7,16,0) £
g ) 085 o
S , B=(065,170) &
T T T T T T T T T 0.6 8
=
=
@
[}
=
o
4

Gambar 2. Potret Fase Solusi Sistem (model) di Sekitar.

Berdasarkan simulasi di atas, diperoleh hasil
bahwa konsentrasi sitokin pro-inflamasi dan
konsentrasi  sitokin anti-inflamasi menuju Ej,
sedangkan konsentrasi obat menjauhi E;. Hal ini
membuktikan bahwa E; bersifat saddle apabila syarat
eksistensi dan kestabilan lokalnya dipenuhi. Pada kasus
ini, titik ekuilibrium yang eksis hanya E;, sedangkan
titik ekuilibrium E, yang merupakan titik ekuilibrium
bebas badai sitokin atau pengobatan tidak eksis.
Akibatnya, konsentrasi sitokin pro-inflamasi akan terus
bernilai sebesar 0.727 pg/mL untuk waktu yang lama,
sehingga tidak memungkinkan untuk berkurang. Oleh
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karena itu, potensi terjadinya badai sitokin pada infeksi
virus Corona tidak dapat dikurangi.
b. Dinamika Sistem Respon Inflamasi Dengan Pengobatan
Nilai parameter yang digunakan untuk
mensimulasikan kondisi dinamika yang terjadi pada
sistem respon inflamasi dengan pengobatan dipilih
sedemikian sehingga memenuhi syarat eksistensi dan
kestabilan lokal titik ekuilibrium badai sitokin atau

tanpa pengobatan E;, yaitu% > % dan juga terpenuhinya

syarat eksistensi dan kestabilan lokal titik ekuilibrium
Y —an
Ye

<§. Nilai parameter yang dipilih dalam simulasi

bebas badai sitokin atau pengobatan Ej, yaitu <

B
5
kasus ini disajikan sebagai berikut.

Tabel 4. Nilai Parameter Simulasi Dinamika Sistem
Respon Inflamasi dengan Pengobatan

Parameter Nilai
a 0.81

n 0.81

€ 0.81

B 0.165
0.343

Y 0.553
0.589

é 0.949
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Berdasarkan nilai parameter pada Tabel 4,
diperoleh titik ekuilibrium E; = (0.727,1.635,0) dan
Ey = (0.553,2.656,0.174). Selanjutnya, akan
disimulasikan potret fase solusi Sistem (model) di
sekitar E; dan E,.

Trayeklori A
Trayektori B
G=(0.57,2.67,0.2) Trayektori C
L=(0.6.2.8.016 Trayeklori D
5 02. J=(06,302) . (0.6.2.8,0.16) Trayektori E
E g - - E,=(0.553,2.656,0.174) Trayektori F
2015 L Trayeklori G
= E=(0725,1.633,00001)  ——— Trayeklori H
S FE B Trayekiori |
o 01 T K=(005,2.8,0.18) Trayektori J
g - FE R Trayeklori K
.E 0.05 . Ei—{D.TZTi‘l.EEE:D) : Trayekiori L
< 3
[ .
s 0 = | C=(0.75,1.7.0)
a5 N F=(0.73,1.64,0.0001) ' ;AL
., T ,
3 ™ ., D=(0.8,1.6,0)
N B=(0.65,1.7.0) R
25 ™ . < 0.9

S A=(0718,0)
2 \ 0.7

0.6
15 o5
Konsentrasi Sitokin Pro-Inflamasi (pg/mL)
Konsentrasi Sitokin Anti-Inflamasi (pg/mL)

Gambar 3. Potret Fase Solusi Sistem (Model) di Sekitar dan.

Berdasarkan simulasi di atas, diperoleh hasil
bahwa konsentrasi sitokin pro-inflamasi dan
konsentrasi sitokin anti-inflamasi di sekitar E; menuju
E;, sedangkan konsentrasi obat menjauhi E; dan
menuju Ej. Selain itu, konsentrasi sitokin pro-inflamasi,
konsentrasi sitokin anti-inflamasi, dan konsentrasi
obat di sekitar E; menuju E,. Hal ini menunjukkan
bahwa E; bersifat saddle dan E, bersifat stabil asimtotik
apabila syarat eksistensi dan kestabilan lokalnya
dipenuhi sesuai dengan hasil analisis kestabilan lokal
titik ekuilibrium E; dan E,. Pada kasus ini, selain titik
ekuilibrium E;, titik ekuilibrium E, juga eksis.
Akibatnya,  konsentrasi  sitokin = pro-inflamasi
memungkinkan untuk menuju E, yang
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bernilai 0.553 pg/mL dalam waktu yang lama,
sehingga nilai tersebut kurang dari konsentrasi sitokin
pro-inflamasi pada titik ekuilibrium E;, yaitu 0.727 pg/
mL. Oleh karena itu, eksistensi dan sifat stabil asimtotik
dari titik ekuilibrium E, yang merupakan titik
ekuilibrium bebas badai sitokin atau pengobatan
meningkatkan probabilitas menurunnya konsentrasi
sitokin pro-inflamasi, sehingga potensi terjadinya badai
sitokin dapat berkurang.

MODEL MATEMATIKA KEDUA
1) Model Matematika

Sistem respon inflamasi manusia yang diakibatkan
adanya infeksi virus Corona terdiri atas sitokin pro-
inflamasi dan sitokin anti-inflamasi yang saling
berinteraksi. Infeksi virus Corona menyebabkan produksi
sitokin pro-inflamasi secara berlebih. Diasumsikan bahwa
produksi sitokin pro-inflamasi yang disebabkan oleh
infeksi virus Corona memiliki tingkat yang sama dengan
tingkat produksinya yang disebabkan oleh virus lain.
Sitokin pro-inflamasi diproduksi secara alami untuk
merespon adanya infeksi virus dan disusun dalam bentuk
logistik. Produksi sitokin pro-inflamasi yang berlebih
dalam tubuh dapat menyebabkan adanya badai sitokin.
Badai sitokin ini dapat dihambat dengan sitokin anti-
inflamasi. Interaksi yang terjadi antara sitokin pro-
inflamasi dengan sitokin anti-inflamasi menyebabkan
penurunan sitokin pro-inflamasi dan kenaikan sitokin anti-
inflamasi. Sitokin pro-inflamasi dan sitokin anti-inflamasi
juga mengalami degradasi secara alami.

Pada penelitian ini, faktor pengobatan atau obat
yang dapat membantu dalam meningkatkan konsentrasi
sitokin anti-inflamasi ditambahkan sebagai variabel model.
Selain itu, peningkatan konsentrasi sitokin anti-inflamasi
menurunkan sitokin pro-inflamasi untuk mencegah
terjadinya badai sitokin. Diasumsikan bahwa peningkatan
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konsentrasi sitokin anti-inflamasi disebabkan oleh
interaksinya dengan obat memiliki laju yang sama dengan
laju peningkatan sitokin anti-inflamasi disebabkan oleh
interaksinya dengan sitokin pro-inflamasi. Asumsi lain
adalah rasio laju penambahan obat dengan konsentrasi
maksimum obat tersebut memiliki nilai yang sama dengan
rasio tingkat produksi sitokin pro-inflamasi akibat infeksi
virus corona terhadap konsentrasi maksimum sitokin pro-
inflamasi. Faktor pengobatan tersebut disusun ke dalam
persamaan bentuk logistik.

Berdasarkan interaksi dalam sistem respon
inflamasi dengan penambahan faktor pengobatan yang
telah dideskripsikan, dapat didefinisikan beberapa variabel
dan parameter model. Variabel model didefinisikan pada
Tabel 5.

Tabel 5. Variabel Model

Variabel Interpretasi Nilai Awal Satuan

P Konsentrasi Estimasi 12
sitokin pro- mL
inflamasi

A Konsentrasi Estimasi 124
sitokin anti- mL
inflamasi

D Konsentrasi Estimasi 124
obat mL

t Waktu Estimasi jam

Variabel -variabel model bersifat positif, dikarenakan P, 4,
D adalah konsentrasi dan t adalah waktu. Parameter model
didefinisikan pada Tabel 6.
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Tabel 6. Parameter Model

Parameter Interpretasi Nilai Satuan

a, Tingkat 0.343 + pg
produksi 0.178 mlL - jam - jumlah sel
sitokin pro- atau 0.81
inflamasi
akibat infeksi
virus Corona

a, Tingkat 0.009 + pg
penambahan  0.004 mlL - jam - jumlah sel
konsentrasi atau 0.81
sitokin anti-
inflamasi
akibat
interaksinya
dengan
sitokin pro-
inflamasi

as Tingkat 0.009 + Py
pengaruh 0.004 mlL - jam - jumlah sel
obat terhadap atau 0.81
penambahan
konsentrasi
sitokin anti-
inflamasi

a, Tingkat 0.343 + jam™1
penambahan  0.178
obat atau 0.81

d, Tingkat 0.751 jam™1

degradasi + 0.198
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alami sitokin
pro- inflamasi

d, Tingkat 0.343 Py
interaksi +0.178 mL-jam-jumlah sel
sitokin pro-

inflamasi

dengan

sitokin anti-

inflamasi

d; Tingkat 0.87 jam™1
degradasi + 0.281

alami sitokin

anti-inflamasi

dy Rasio tingkat 0.751 mL
penambahan +0.198 pg - jam
obat terhadap
kapasitas
batas

Parameter-parameter model bernilai  non-negatif,
dikarenakan parameter-parameter tersebut menyatakan
tingkat interaksi antara sitokin pro-inflamasi, sitokin anti-
inflamasi, dan obat. Selain itu, parameter tidak bernilai nol,
nilai nol pada parameter berarti parameter tidak memiliki
pengaruh pada model.

Berdasarkan interaksi antara sistem respon
inflamasi dan faktor pengobatan yang digambarkan sebagai
variabel dan parameter model, maka diperoleh sebuah
diagram kompartemen yang disajikan pada Gambar 40.
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Gambar 4. Diagram Kompartemen Interaksi antara
Sitokin Pro-Inflamasi, Sitokin Anti-Inflamasi, dan
Faktor Pengobatan dalam Sistem Respon Inflamasi
Akibat Infeksi Virus Corona.

Berdasarkan diagram kompartemen pada Gambar 1,
dapat disusun model matematika yang berbentuk sistem
persamaan diferensial biasa non-linier dengan variabel
berdimensi tiga dan parameter berdimensi delapan sebagai

berikut
& = P(ay — d,P) — d,PA 1)
8 = a,PA - dzA + azDA 2)
dD
% — D(ay — dsD) 3)

Persamaan (1) merupakan laju perubahan
konsentrasi sitokin pro-inflamasi terhadap waktu. Sitokin
pro-inflamasi diproduksi dalam batas tertentu dalam
kondisi sehat, tetapi produksi sitokin pro-inflamasi yang
tidak terkendali dan berlebihan terdeteksi pada Covid-19
akut. Menurut fakta-fakta tersebut, sitokin pro-inflamasi
dinotasikan dengan persamaan logistik pada suku pertama.
Suku pertama ini merepresentasikan peningkatan
konsentrasi sitokin pro-inflamasi akibat infeksi virus
corona dengan tingkat sebesar a; yang dipengaruhi oleh
degradasi alami sitokin pro-inflamasi pada tingkat sebesar

d,. Konsentrasi maksimum obat adalah %. Suku kedua
1

adalah pengurangan konsentrasi sitokin pro-inflamasi yang
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diakibatkan oleh interaksi dengan sitokin anti-inflamasi
sebesar d,.

Persamaan (2) merupakan laju perubahan
konsentrasi sitokin anti-inflamasi terhadap waktu. Suku
pertama adalah penambahan konsentrasi sitokin anti-
inflamasi yang disebabkan oleh adanya interaksi dengan
sitokin pro-inflamasi sebesar a,. Suku kedua adalah
pengurangan Kkonsentrasi sitokin anti-inflamasi yang
disebabkan oleh degradasi alami sitokin anti-inflamasi
sebesar d;. Suku ketiga adalah penambahan konsentrasi
sitokin anti-inflamasi yang disebabkan dari pengobatan
dengan tingkat sebesar as;.

Persamaan (3) merupakan laju perubahan
konsentrasi obat terhadap waktu yang dinotasikan dengan
persamaan logistik dengan tingkat penambahan obat
sebesar a, dan rasio tingkat penambahan obat dengan

kapasitas batas konsentrasi obat sebesar dy. % merupakan
4

kapasitas batas konsentrasi obat.

2) Titik Ekuilibrium

Titik ekuilibrium dicari dengan menyelesaikan
sistem % = % = Z—LZ = 0. Ditemukan dua titik ekuilibrium,
yaitu titik ekuilibrium infeksi dan titik ekuilibrium bebas
penyakit. Titik ekuilibrium infeksi mewakili keadaan tanpa
pengobatan untuk waktu yang sangat lama sedangkan titik
ekuilibrium bebas penyakit mewakili keadaan dengan
pengobatan untuk waktu yang sangat lama.

Teorema 1. Titik ekuilibrium infeksi dari model adalah E; =
(% alaz_d1d3 0

2 ad ) yang eksis jika % > % Titik ekuilibrium
2 242 1

az
bebas penyakit adalah Ey =
(d3d4—a3a4 aa,d,—ddzds+azasd, ay ds

PR a
) ,—) yang eksis jika—=* < =2
azdy azdzdy dy dy as
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Bukti: Syarat untuk mendapatkan titik ekuilibrium adalah
dA _ dD

.. dP
dengan menetapkan nilai e 0. Berdasarkan

hal ini, didapatkan

P(ay —d,P)—d,PA=0 (4)
asz - d3A + a3DA = 0 (5)
D(ay—dyD)=0 (6)

Berdasarkan Persamaan (6), diperoleh D = 0 atau D = %.
4

Selanjutnya, dengan mensubstitusikan D=0 ke

Persamaan (5) diperoleh P=%. Kemudian, dengan
2

mensubstitusikan P = % ke Persamaan (4) diperoleh A =
2

a,a—

d1ds Akibatnya, didapatkan titik ekuilibrium

axd;
d, a,a, —dd
Ei:(_?" 10z 1 3’0>
a; ayd,

- e ds o, s

Titik ekuilibrium ini eksis jika % = a—3 Titik ekuilibrium ini
1 2

disebut titik ekuilibrium infeksi, karena konsentrasi obat

bernilai nol. Selanjutnya, dengan mensubstitusikan D = %
4
d3d4—a3a4

ke Persamaan (5) diperoleh P = . Kemudian,

Az04

. . dzds—aza
dengan mensubstitusikan P = % ke Persamaan (4)
2U4
81920440304 +0304h  pordasarkan hal ini

diperoleh A =

azdady
didapatkan titik ekuilibrium
_ (d3dy —aza, aya,d, — didzdy +azaud, ay
Eo _( ad, ayd,dy ’d_4)

= (P*; A*r D*);

dengan P*, A*, dan D*masing-masing adalah sitokin pro-
inflamasi, sitokin anti-inflamasi, dan konsentrasi obat
ketika pengobatan diberikan dalam waktu yang lama.
Berdasarkan P* dan A", ada dua syarat untuk memastikan
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eksistensi dari E,. Pertama, d;d,—aza, >0 yang

ekuivalen dengan % < %. Kedua, aqa,d, —d dsd, +
4 3

. a d aza
asasd; >0 yang ekuivalen dengan —*>—=—="1>,
dq a;  azdy

d . . .
karena % < a—3 harus dipenuhi dari syarat pertama. Syarat
4 3

kedua menjadi % > 0 yang selalu terpenuhi, karena nilai
1

dari a; dan d; selalu positif. Oleh karena itu, syarat cukup

: . : d .
eksistensi E, hanya syarat pertama yaitu % < a—3 Titik
4 3

ekuilibrium ini disebut titik ekuilibrium bebas penyakit,
karena terdapat faktor pengobatan yang ditandai dengan
konsentrasi obat yang bernilai tidak nol.

3) Bilangan Reproduksi Dasar
Angka reproduksi dasar (R,;) digunakan sebagai
indikator yang menunjukkan badai sitokin berpotensi
tinggi untuk terjadi atau tidak.

Teorema 2. Angka reproduksi dasar dari sistem adalah
aia,d,
RO - .
didzds—diazastaa,d,

Bukti: Angka reproduksi dasar dari sistem dihitung
menggunakan matriks Next Generation yang dapat
ditentukan dengan persamaan yang merepresentasikan
faktor penyebab badai sitokin, yaitu Persamaan (1).
Persamaan (1) ekuivalen dengan
d—P =a(P,A D) —B(P,AD),
dt
dengan a(P,A,D) = a,P dan (P, A,D) = d,P? + d,PA.
Linearisasi a dan f terhadap P menghasilkan y = a; dan
Y = 2d,P + d,A. Jika matriks next generation dinotasikan
dengan H, maka

H=yy ! =a;(2d;P + d,A) ! (7
Dengan mensubstitusikan nilai P = P* dan A = A" ke
Persamaan (7) diperoleh



Bagaimana Matematika Memandang Pandemi Covid-19

d.d, — asa
H=a1<2d1(—3 sz43 ‘*)

-1
d (a1a2d4 - d1d3d4 + a3a4d1)
2 aydyd,

a;a,dy

= =R,.
didsd, — azaud; + aja,d, °

a;a;d,

Persamaan R, = ekuivalen dengan

d1d3 d4—a3 a4d1+a1a2 d4

o (w) = 1 — R,. Oleh karena itu, diperoleh %P* =
1

aq axdy
ﬂ_p*
. d
1—R, yang ekuivalen dengan R, =—z— Dengan
dy

mengingat definisi % dan P*, interpretasi biologis untuk
1

nilai R, adalah rasio perbedaan antara konsentrasi
maksimum sitokin pro-inflamasi dan konsentrasi sitokin
pro-inflamasi ketika pengobatan diberikan untuk waktu
yang lama terhadap konsentrasi maksimum sitokin pro-
inflamasi.

4) Kestabilan Lokal Titik Ekuilibrium
Dinamika solusi di sekitar titik ekuilibrium dapat
diketahui melalui analisis kestabilan titik ekuilibrium.
Kestabilan lokal titik ekuilibrium dicari dengan metode

linearisasi model.

Teorema 3. Jika % > %, maka titik ekuilibrium infeksi E;
1 2
bersifat saddle. Jika 0 < P* < %, maka titik ekuilibrium

1
aia;

dq

bebas penyakit E, bersifat stabil asimtotik. Jika <d; <

%, maka titik ekuilibrium infeksi E; dan titik ekuilibrium
4

bebas penyakit E, keduanya ada.
Bukti : Matriks Jacobian dari Sistem (model) di titik
(P, A, D) adalah
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J(P,A, D) =[a; —2d4P —dy,A —d,P0a,Aa,P—d; +
asDa;A00a, —2d,D] (8)
Berdasarkan matriks Jacobian pada Persamaan (8), matriks
Jacobian di titik ekuilibrium infeksi E; adalah

](ﬁ a;a;-d;ds3 0) _ [_ d;dz
—_— = —_

a,’ axd; az

dpds o a1a;—did3  ai10,a3—azdqds
0 0 00ay,|(9)
a d; azd;

Misalkan A adalah nilai eigen dari matriks Jacobian pada
Persamaan (9) dan I adalah matriks identitas berukuran

3x3, maka persamaan karakteristik Al —

ds aja,—d;d .
] (—3,#, 0)| = 0 ekuivalen dengan
a axd,

d.d d
(A - a4) (/12 + ﬁﬂ. - a_z(d1d3 - alaz)) =0

(10)
Akar-akar dari Persamaan (10) adalah 4; = a4 dan 1,5 =

—-dqd dqid3\2 | 4d
#+j(1_3) +a_23(d1d3_a1a2)

az az

5 Akibatnya, A; =a, > 0.
Berdasarkan syarat eksistensi E;, maka nilai d,d3; — a;a, <

0. Agar A, # 0, maka d;d; —a;a, <0 yang ekuivalen
dengan % > %. Akibatnya, A, 3 < 0. Oleh karena itu, titik
1 2

ekuilibrium E; bersifat saddle.

Berdasarkan matriks Jacobian pada Persamaan (8), dapat
dicari matriks Jacobian di titik ekuilibrium bebas penyakit
E, = (P*, A", D*) yang disimbolkan dengan J(P*, A*, D*).
Persamaan karakteristik |AI — J(P*, A*, D*)| = 0 ekuivalen
dengan

A+ ay) (/12 — %aasaydads) 5 _

a2d4
(a3a4—d3d4)(a1a2d4—d1d3d4+a3a4d1)) =0 (11)
a2d42
Akar-akar dari Persamaan (11) adalah 4; = —a, dan 4,3 =

dl(a3a4—d3d4)+ (dl(a3a4—d3d4))2 :4(a3a4—d3d4)(a1a2d4—d1d3d4+a3a4d1)
azds - azds azds?

2
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. Akibatnya, A; = —a, < 0. Dari syarat eksistensi E,
diperoleh nilai aza, —dzd, <0 dan aqa,d, —d dsd, +
azasd; = 0. Agar A, #0, maka aqa,ds —ddzd, +
azaudq, > 0. Akibatnya, 4,3 < 0. Pertidaksamaan aza, —
dsd, <0 dan aqa,d, —d dsd, + azaud; > 0 ekuivalen
dengan 0 < P* < ;—1. Oleh karena itu, jika 0 < P* < Z—i, maka

titik ekuilibrium E,, bersifat stabil asimtotik.

L @ d .
Berdasarkan Teorema 1, jika d—1 = a—3 yang ekuivalen dengan
1 2

ds < acliaz, maka titik ekuilibrium E; ada. Selain itu, jika % <
1 4

“Z““, maka titik ekuilibrium
4

% yang ekuivalen dengan d; >
3

E, ada. Berdasarkan dua pertidaksamaan tersebut, syarat
cukup untuk membuat titik ekuilibrium infeksi E; dan titik

ekuilibrium bebas penyakit E, ada bersamaan adalah
a1a; a3a4

< <
4 = d; < 4

5) Simulasi Numerik

Pada bagian ini, akan disimulasikan dinamika yang
terjadi pada respon inflamasi terhadap infeksi virus
Corona. Simulasi ini memperkuat hasil analisis bahwa E;
bersifat saddle dan E, bersifat stabil asimtotik jika syarat
cukupnya dipenubhi.

Simulasi numerik disajikan dalam dua kasus, yaitu
kasus respon inflamasi tanpa adanya pengaruh pengobatan
di sekitar titik ekuilibrium infeksi E; dan kasus respon
inflamasi dengan adanya pengaruh pengobatan di sekitar
titik ekuilibrium bebas penyakit E, dan titik ekuilibrium
infeksi E; untuk mengetahui pengaruh pengobatan dalam
mengurangi resiko terjadinya badai sitokin.

a. Dinamika Sistem Respon Inflamasi Tanpa Pengobatan

Nilai-nilai parameter yang digunakan dalam
simulasi dinamika solusi sistem tanpa pengaruh
pengobatan dipilih sedemikian sehingga memenuhi
syarat cukup untuk eksistensi dan kestabilan lokal dari



Bagaimana Matematika Memandang Pandemi Covid-19

. ey s . . . d .
titik ekuilibrium infeksi E;, yaitu % > a—3 Selain itu,
1 2

nilai-nilai parameter juga dipilih agar tidak memenuhi
syarat cukup untuk eksistensi dari titik ekuilibrium

: : ds apopos oy
bebas penyakit Ej, yaitu % > a—3 Nilai-nilai parameter
4 3

tersebut adalah a; = 0.81, a, = 0.81, a3 = 0.81, a, =
0.521, d; = 0.553, d, = 0.343, d3; = 0.589 dan d, =
0.553. Simulasi menggambarkan dinamika respon
inflamasi yang terjadi pada keadaan ketika risiko
terjadinya badai sitokin tinggi, karena tidak ada
pengaruh pengobatan dalam sistem.

Berdasarkan nilai-nilai parameter, diperoleh
titik ekuilibrium E; = (0.727,1.189,0). Dinamika sistem
respon inflamasi tanpa pengobatan disajikan sebagai
potret fase dari solusi sistem di sekitar E; pada Gambar
2.

Trayektor A
Trayektori B
Trayektori C
Trayektori D

D=(0.73,1.2,0.0001)

E=(0.727,1.189.,0) . Trayektori E

Konsentrasi Obat (pg/mL)

Konsentrasi Sitokin Anti-Inflamasi {pg/mL)

1.3 C=(0.78,1.3,0)

e —
CET=_
) ‘%_J \\'
1.1 f/«
A=(0.7.1.1,0) _—
1 E=(0.72,1.1,0.0001) " B=(0.75,1,0)

0.9 076 078 08

0.72 0.74

Konsentrasi Sitokin Pro-Inflamasi (pg/mL)

Gambar 2. Potret fase dari solusi sistem di sekitar E;
ketika pengobatan tidak diberikan

Simulasi pada Gambar 2 menunjukkan dinamika
konsentrasi sitokin pro-inflamasi, sitokin anti-
inflamasi, dan obat di sekitar E; dengan kondisi tanpa
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E,. Hal ini menggambarkan kondisi saat badai sitokin
lebih potensial untuk terjadi dalam Kkondisi tidak
adanya pengobatan. Pada simulasi ini, diilustrasikan
bahwa E;bersifat saddle. Pada beberapa Kkasus,
konsentrasi sitokin pro-inflamasi menuju nilai
0.727 %. Pada beberapa kasus lain, konsentrasi sitokin
Pg
m

pro-inflamasi menjauhi nilai 0.727 T Namun, pada

dua kondisi tersebut, tidak ada jaminan konsentrasi
sitokin pro-inflamasi akan menurun. Oleh karena itu,
resiko terjadinya badai sitokin tidak dapat dikurangi
ketika tidak ada pengobatan.

b. Dinamika Sistem Respon Inflamasi Dengan Pengobatan
Nilai-nilai parameter yang digunakan dalam

simulasi dinamika solusi sistem dengan pengaruh
pengobatan dipilih sedemikian sehingga memenuhi
syarat cukup untuk eksistensi dan kestabilan lokal dari

titik ekuilibrium bebas penyakit Ej, yaitu 0 < P* < %.
1

Selain itu, syarat eksistensi dan kestabilan lokal titik

R . . . Co d
ekuilibrium infeksi E; tetap dipenuhi, yaitu % >a—3
1 2

Nilai-nilai parameter tersebut adalah a; = 0.81, a, =
0.81, az = 0.005, a4, = 0.165, d; = 0.553, d, = 0.165,
d; = 1.151 dan d, = 0.949. Simulasi dilakukan untuk
mengetahui  pengaruh  pengobatan  terhadap
konsentrasi sitokin pro-inflamasi sebagai penyebab
terjadinya badai sitokin. Berdasarkan penelitian ini,
efektivitas pengobatan terhadap pengurangan resiko
terjadinya badai sitokin dapat diidentifikasi.
Berdasarkan nilai-nilai parameter, diperoleh
titik  ekuilibrium E; = (1.421,0.147,0) dan E, =
(1.419,0.15,0.174). Dinamika sistem respon inflamasi
dengan pengobatan diilustrasikan sebagai potret fase
dari solusi sistem di sekitar E; dan E, pada Gambar 3.
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Trayektori A

Trayektori B
G=(1.43,0.152,0.175) Trayektori C

_._,_,.—{"'- Trayektori D

0.2 T ik Trayektori E
g B N Trayektori F
= =) H=(1.43,0.149,0.16) | ——-— i
S 045 J1=(1.41.0.152,0175)___.5 " Q\H (1.43,0.149,0.16) Tra‘_.rektnr!G
a™ o : s | T Trayektori H
= . Trayektori |
o F=(1.41,0.149,0.16) :
o 01 ; S
= ) E.=(1.421,0.1470
@ E,=(1.419,0.150.174) A .__‘ i 0
5 \ ' =
= 0.05 ) C=(1.43,0.147.0)
@ E=(142,0.146,0001) .. ( e
5 e & A=(143,0140)
X b

L B=(1.41,0.147,0) e
01585 o .
015 e D=(1.41,0.14,0) o~ 143
0145 T~ B P
T~ <" 1415
0.14 ——
0135  1.405

Konsentrasi Sitokin Pro-Inflamasi (pg/mL)
Konsentrasi Sitokin Anti-Inflamasi (pg/mL)

Gambar 3. Potret fase dari solusi sistem di sekitar E;
dan E; ketika pengobatan diberikan

Simulasi pada Gambar 3 menunjukkan dinamika
konsentrasi sitokin pro-inflamasi, sitokin anti-
inflamasi, dan obat di sekitar E;, yaitu kondisi saat badai
sitokin lebih potensial untuk terjadi dan di sekitar E,,
yaitu kondisi saat resiko terjadinya badai sitokin lebih
rendah. Pada simulasi ini, diilustrasikan bahwa
E; bersifat saddle dan E, bersifat stabil asimtotik.
Konsentrasi sitokin anti-inflamasi pada E,, yaitu

0.15 % bernilai lebih tinggi daripada konsentrasi
sitokin anti-inflamasi pada E;, yaitu 0.147 %. Hal ini

disebabkan bertambahnya konsentrasi obat yang
diberikan. Peningkatan konsentrasi sitokin anti-
inflamasi tersebut mengurangi konsentrasi sitokin pro-
inflamasi, sehingga nilai konsentrasi pro-inflamasi

pada E,, yaitu 0.419 % lebih rendah daripada nilai

konsentrasi pro-inflamasi pada E;, yaitu 0.421 %. Oleh

karena itu, dengan eksisnya E, yang bersifat stabil
asimtotik dapat menurunkan resiko terjadinya badai
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sitokin dengan menarik konsentrasi sitokin pro-
inflamasi ke nilai yang lebih rendah.

MODEL MATEMATIKA KETIGA
1) Model Matematika

Covid-19 disebabkan oleh virus corona yang ada di
dalam tubuh manusia. Pada penelitian ini, difokuskan pada
fase laten infeksi virus Corona. Berbeda dengan infeksi
virus aktif yang ditandai dengan replikasi virus terus
menerus, infeksi virus laten bersifat tidak aktif atau
dorman, tidak kronis, tetap, dan statis, yaitu virus mencapai
konsentrasi tertentu, tidak bereplikasi lagi, dan
berlangsung sampai sel inang mati. Berdasarkan fakta
tersebut, perubahan konsentrasi virus Corona dalam tubuh
dibentuk menjadi model logistik yang sesuai untuk
menggambarkan fenomena infeksi virus Corona laten,
karena memiliki interpretasi untuk menunjukkan
konsentrasi statis virus corona pada infeksi virus laten,
yaitu daya dukung yang mewakili konsentrasi maksimum
virus Corona dalam infeksi laten.

Keberadaan virus Corona di dalam tubuh manusia
direspon dengan respon inflamasi yang terdiri dari
interaksi sitokin pro-inflamasi dan sitokin anti-inflamasi.
Sitokin pro-inflamasi diproduksi untuk merespon infeksi
virus Corona, sedangkan sitokin anti-inflamasi diinduksi
oleh sitokin pro-inflamasi agar produksi sitokin pro-
inflamasi  tidak  berlebihan dengan  mengurangi
konsentrasinya, karena kelebihan produksi sitokin pro-
inflamasi menyebabkan badai sitokin, yaitu peradangan
pada pembuluh darah yang dapat menyebabkan kematian.
Sitokin pro-inflamasi dan anti-inflamasi juga mengalami
degradasi alami.

Berdasarkan interaksi antara virus Corona, sitokin
pro-inflamasi, dan sitokin anti-inflamasi dalam sistem
respon inflamasi akibat infeksi virus Corona, dapat
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didefinisikan beberapa variabel dan parameter model.
Variabel model didefinisikan pada Tabel 1 di bawah ini.

Tabel 1. Variabel model.

Variabel Interpretasi Nilai Awal Satuan

v Konsentrasi virus Estimasi pg/mL.jumlah
Corona sel

p Kons.entra51 §1tok1n Estimasi pg/mL.jumlah
pro-inflamasi sel
K i sitoki L.jumlah

A or.ls.entraSI s_1t0 in Estimasi pg/mL.jumla
anti-inflamasi sel

t Waktu Estimasi jam

Semua variabel model bernilai non-negatif, karena V, P, A

menyatakan konsentrasi

dan t menyatakan waktu.

Parameter model didefinisikan pada Tabel 2 di bawah ini.

Tabel 2. Parameter model.

Parameter Interpretasi Nilai Satuan
K Tingkat replikasi ~ 0.343 Py
virus Corona 0.178 mL.jam.jumlah sel
atau
0.81
o Tingkat induksi 0.009 Py
sitokin pro- 0.004 mL.jam.jumlah sel
inflamasi akibat atau
infeksi virus 0.81
Corona
w Tingkat induksi 0.009 pg
sitokin anti- 0.004 mL.jam.jumlah sel
inflamasi akibat atau
interaksinya 0.81
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dengan sitokin
pro-inflamasi

u Rasio tingkat 0.751 P9
replikasi virus +0.19 mL.jumlah sel
Corona dengan
konsentrasi
maksimum virus
Corona

@ Tingkat degradasi  0.343 pg
sitokin pro- + 0.17 mL. jam. jumlah sel
inflamasi akibat
interaksinya
dengan sitokin
anti-inflamasi

J Tingkat degradasi  0.751 jam1
alami sitokin pro- 4+ 0.19
inflamasi

£ Tingkat degradasi  0.87 jam-!
alami sitokin anti- + 0.28
inflamasi

Semua parameter model bersifat positif, karena
menyatakan tingkat interaksi antara sitokin dan virus
Corona.

Interaksi antara virus Corona, sitokin pro-inflamasi,
dan sitokin anti-inflamasi dalam sistem respon inflamasi
akibat infeksi virus Corona diilustrasikan dalam diagram
kompartemen yang disajikan pada Gambar 1.
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— Induction —  Reduction

Gambar 1. Diagram kompartemen interaksi antara virus
Corona, sitokin pro-inflamasi, dan sitokin anti-inflamasi
dalam sistem respon inflamasi akibat infeksi virus Corona.

Dengan mengacu pada diagram kompartemen pada
Gambar 1, dapat disusun model matematika yang
berbentuk sistem persamaan diferensial biasa non-linier
dengan variabel berdimensi tiga dan parameter
berdimensi tujuh sebagai berikut.

av €y

— =V(c—uV

It (k. — V)
dP )
— =ogVP — @PA — 9P
a7

dA

— =wPA— €A ®)

dt

Persamaan (1) merepresentasikan laju perubahan
konsentrasi virus Corona terhadap waktu. Suku pertama
menyatakan replikasi dan kematian virus Corona yang
dilambangkan dengan bentuk logistik dengan k sebagai laju
replikasi virus Corona dan p adalah rasio laju replikasi virus
Corona terhadap konsentrasi maksimum virus Corona.
Suku pertama dinotasikan dalam bentuk logistik karena
infeksi virus laten bersifat tetap dan statis, sehingga virus
Corona tidak mereplikasi lagi dan bertahan hingga sel inang
mati. Fenomena ini sesuai dengan model logistik yang
memiliki interpretasi batas maksimum yang dinyatakan
dengan daya dukung yang merepresentasikan konsentrasi
statis virus corona pada infeksi virus laten.
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Persamaan (2) merepresentasikan laju perubahan
konsentrasi sitokin pro-inflamasi terhadap waktu. Suku
pertama adalah induksi konsentrasi sitokin pro-inflamasi
yang disebabkan oleh infeksi virus Corona dengan tingkat
sebesar ¢. Suku kedua adalah pengurangan konsentrasi
sitokin pro-inflamasi yang disebabkan oleh interaksi antara
sitokin pro-inflamasi dan sitokin anti-inflamasi dengan
tingkat sebesar ¢. Suku ketiga adalah pengurangan
konsentrasi sitokin pro-inflamasi yang disebabkan oleh
degradasi alaminya dengan tingkat sebesar 9.

Persamaan (3) merepresentasikan laju perubahan
konsentrasi sitokin anti-inflamasi terhadap waktu. Suku
pertama adalah induksi konsentrasi sitokin anti-inflamasi
yang disebabkan oleh interaksi antara sitokin pro-inflamasi
dan sitokin anti-inflamasi dengan tingkat sebesar w. Suku
kedua adalah pengurangan konsentrasi sitokin anti-
inflamasi yang disebabkan oleh degradasi alaminya dengan
tingkat sebesar ¢.

2) Kepositifan dan Keterbatasan Solusi

Solusi model harus dijamin positif dan terbatas
untuk mendapatkan interpretasi biologis dari solusi.
Selain itu, interpretasi biologis membuat model lebih
realistis.

Kepositifan solusi model adalah keadaan ketika
solusi akan positif untuk setiap waktu yang sesuai dengan
perubahan konsentrasi pada variabel model.

Teorema 1. Himpunan Q2 = {(V, P,A) € R3U{0LV < E}
adalah himpunan invarian positif dengan

V(0),P(0),A(0) = 0 sebagai kondisi awal untuk model
dan untuk semua t € [0, 7].

Bukti: Dari Persamaan (1), diperoleh Z—: =V(@—uv)=>
—uV?. Berdasarkan pertidaksamaan ini, didapatkan
V) = i > 0. Dari Persamaan (3), diperoleh % = wPA —

€A > —eA. Berdasarkan pertidaksamaan ini, didapatkan
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A(t) = e ¥ > 0. Dari Persamaan (2), diperoleh % =

oVP — PA — 9P > —pPA — 9P = —(pA + 9)P.
Berdasarkan pertidaksamaan ini, didapat P(t) >

e_((pf A(t)dtﬂg)t = 0. Dengan demikian, diperoleh
V(t),P(t),A(t) = 0 € Quntukt € [0, 1].

Pada Teorema 1, diketahui bahwa solusi model akan
terbatas, sehingga solusi model tidak bertambah secara
berlebihan hingga tak terbatas. Hal ini sesuai dengan fakta
bahwa konsentrasi suatu zat dalam tubuh memiliki batas
maksimum.

Teorema 2. Solusi model V(t),P(t),A(t) dengan
7(0),P(0),A(0) = 0 sebagai kondisi awal dari model
terbatas untuk semua t € [0, 7].

Bukti:  Solusi Persamaan (1) adalah V(t) =

v(0),

(E—V(O))e-”w(o)

karena itu, V(t) terbatas. Dengan menjumlahkan

Persamaan (2) dan Persamaan (3), didapatkan

dP+dA— VP — 9P — A
dt Tdr C €

, sehingga sup sup V(t) <—- = M;. Oleh

K
u

OK
<—P—9P—¢A
u

oK
=—<19——>P—6A
U
< -—n(P + A),

dengan 7 = {(19 — %),e} , sehingga diperoleh (P(t) +

A(t)) <e ™ =M,. Oleh karena itu, P(t) dan A(t)
terbatas.

3) Titik Ekuilibrium Laten
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Titik  ekuilibrium laten diperlukan  untuk
mengidentifikasi kondisi tidak menular dan asimtomatik

pada infeksi virus Corona. Titik ekuilibrium laten dicari
w _ar_da_
dt ~ dt  dt
perhitungan, hasil yang diinginkan yaitu fase laten infeksi
virus Corona melalui interpretasi titik ekuilibrium diwakili
oleh dua kondisi. Kondisi pertama menggambarkan

keadaan ketika virus Corona mencapai konsentrasi

dengan  menyelesaikan Dalam

maksimum pada fase laten (V = g), karena infeksi virus

laten bersifat tetap dan statis, sehingga virus Corona tidak
bereplikasi lagi dan bertahan sampai sel inang mati.
Kondisi kedua menggambarkan keadaan ketika sitokin pro-
inflamasi dan anti-inflamasi tidak diproduksi (P = A = 0)
pada infeksi laten virus Corona, karena virus tidak aktif
atau dorman pada infeksi virus laten, sehingga infeksi
tersebut tidak menyebabkan inflamasi.

Teorema 3. Titik ekuilibrium laten adalah E; = (E,0,0)

yang eksis untuk semua kondisi.

: L. dV _ dP _ dA
Bukti: Dengan menetapkan nilai E:E:E:O’

diperoleh
Vik—uV) =0 (4)
oVP — @PA—9P =0 (5)
wPA—cA=0 (6)

Berdasarkan Persamaan (6), diperoleh A = 0 atau P =
i. Selanjutnya, dipilih A = 0, karena virus tidak aktif

atau dorman pada infeksi virus laten, sehingga infeksi
tidak menyebabkan peradangan, dengan kata lain
sitokin anti-inflamasi tidak diproduksi pada infeksi
laten virus Corona. Kemudian, dengan
mensubstitusikan A = 0 ke Persamaan (5), sehingga
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diperoleh P = 0 atau V = g. Selanjutnya, dipilih P = 0,

karena virus tidak aktif atau dorman pada infeksi virus
laten, sehingga infeksi tidak menyebabkan peradangan,
dengan kata lain sitokin pro-inflamasi tidak diproduksi
(P =A =0) pada infeksi laten virus Corona. Dari

Persamaan (4), diperoleh V =0 atau V:E.

Selanjutnya, dipilih V = E, karena infeksi virus laten

bersifat tetap dan statis, sehingga virus Corona tidak
bereplikasi lagi dan bertahan sampai sel inang mati,
dengan kata lain virus mencapai konsentrasi
maksimumnya pada fase laten. Berdasarkan
perhitungan, didapatkan titik ekuilibrium

K
El = <—, 0,0)
U

E; eksis untuk semua kondisi, karena semua parameter
bernilai positif termasuk x dan u. Titik ekuilibrium ini
disebut titik ekuilibrium laten karena E; memenuhi dua
syarat infeksi virus laten yang disebutkan di awal
bagian ini. Titik ekuilibrium laten menggambarkan
kondisi infeksi virus Corona yang masih berada dalam
fase laten, sehingga infeksinya tidak menunjukkan
gejala dan tidak menular.

4) Kestabilan Titik Ekuilibrium
Dinamika virus Corona, sitokin pro-inflamasi, dan
anti-inflamasi relatif terhadap E; yang ditandai melalui
analisis kestabilan lokal dan globalnya.
a. Kestabilan Lokal
Analisis kestabilan lokal menggambarkan
dinamika solusi ketika kondisi awal berada di sekitar
titik ekuilibrium laten. Analisis ini dilakukan dengan
metode linierisasi.
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Teorema 4. ]ikag > g, maka E; bersifat saddle. ]ikag <

g, maka E; bersifat stabil asimtotik lokal.

Bukti: Matriks Jacobian dari sistem di E; adalah
K oK
](—,0,0)=(—K000——19000—£> (7
H u

Misalkan A adalah nilai eigen dari matriks Jacobian
pada Persamaan (7) dan I adalah matriks identitas
berukuran 3 X3, maka diperoleh persamaan

karakteristik |/11 -] (E 0,0)| =0 yang ekuivalen

dengan

(/1+K)[A—(%—19)](/1+£)=0 @)

Berdasarkan Persamaan (8), diperoleh nilai eigen
matriks Jacobian pada Persamaan (7) adalah A, =

-Kk<0, 4, = % — 19, dan A; = —¢ < 0. Berdasarkan
hasil ini, jika %K — 9 > 0 yang ekuivalen dengan E > g,
maka titik ekuilibrium E; bersifat saddle. Jika % -9 <

0 yang ekuivalen dengan E < g, maka titik ekuilibrium

E; bersifat stabil asimtotik.
b. Kestabilan Global
Analisis  kestabilan global untuk titik
ekuilibrium laten menggambarkan karakteristik yang
harus dipenuhi agar infeksi virus Corona berada pada
fase laten untuk waktu yang lama dan dengan kondisi
awal apapun.

Teorema 5. E; bersifat stabil asimtotik global jika% < g.

Bukti: Dengan mendefinisikan L = P + 4, diperoleh

dL
— =0gVP—-9P — €A
dt
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oK
<—P—9P—¢A
u

oK
S(——ﬁ)P—SA
U

<0

Selain itu, % = ( jika dan hanya jika P = 0 dan 4 = 0.
Hal ini menunjukkan bahwa himpunan invarian
terbesar pada {(V, P,A) € .(2,% = 0} adalah E,.

Menurut Teorema LaSalle-Lyapunov, E; bersifat stabil
asimtotik global.

5) Simulasi Numerik

Pada kasus lokal, dinamika disimulasikan ketika
konsentrasi maksimum virus Corona lebih besar dari rasio
antara degradasi alami sitokin pro-inflamasi dan laju
peningkatan konsentrasi sitokin pro-inflamasi yang
disebabkan oleh virus Corona dan ketika konsentrasi
maksimum virus Corona kurang dari rasio antara degradasi
alami sitokin pro-inflamasi dan laju peningkatan
konsentrasi sitokin pro-inflamasi yang disebabkan oleh
virus Corona. Simulasi ini dibuat untuk menggambarkan
perbedaan antara dinamika saddle dan stabil asimtotik di
sekitar titik ekuilibrium laten jika syarat cukup terpenuhi.
Pada kasus global, dinamika disimulasikan ketika
konsentrasi maksimum virus Corona kurang dari rasio
antara degradasi alami sitokin pro-inflamasi dan laju
peningkatan konsentrasi sitokin pro-inflamasi yang
disebabkan oleh virus Corona. Simulasi ini dibuat untuk
menggambarkan dinamika stabil asimtotik global menuju
titik ekuilibrium laten untuk setiap kondisi awal jika syarat
cukup terpenubhi.
a. Dinamika Lokal
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Dinamika solusi sistem diperoleh dengan
menetapkan nilai parameter, sehingga memenuhi
syarat cukup untuk menghasilkan dua dinamika lokal
yang berbeda dari titik ekuilibrium laten, yaitu

dinamika saddle dengan syarat £>§ dan dinamika

stabil asimtotik lokal dengan syarat §<§. Nilai

parameter disajikan pada Tabel 3 di bawabh ini.

Tabel 3. Nilai parameter simulasi dinamika kestabilan lokal titik
ekuilibrium laten.
Nilai pada Kasus Nilai pada Kasus Dinamika

Parameter . amikaSaddle Stabil Asimtotik Lokal
p 0.81 0.165
. 081 0.005
® 0.005 0.81
p 0.553 0.949
0 0.165 0.521
9 0.553 0.949
. 1.151 0.589

Berdasarkan nilai parameter pada Tabel 3,
diperoleh titik ekuilibrium laten pada kasus dinamika
saddle adalah E;3 = (0.727,1.189,0) dan pada kasus
dinamika stabil asimtotik lokal adalah E; =
(0.727,1.189,0). Simulasi dinamika solusi sistem
disajikan pada Gambar 2.
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Gambar 2. Dinamika saddle dari solusi sistem di sekitar Els (a),
dinamika stabil asimtotik lokal dari solusi sistem di sekitar Elas
(b), dan solusi periodik pada dinamika saddle dari solusi sistem di
sekitar Els (c).

Simulasi pada Gambar 2 (a) menggambarkan
dinamika saddle di sekitar titik ekuilibrium laten

. Kk U . . . .
ketika ;>;, yaitu konsentrasi maksimum virus

Corona kurang dari rasio antara degradasi alami
sitokin pro-inflamasi dan laju peningkatan konsentrasi
sitokin pro-inflamasi yang disebabkan oleh virus
Corona. Ini menghasilkan dua manifold, yaitu manifold
stabil dan manifold tidak stabil. Manifold stabil menuju
ke titik ekuilibrium laten sedangkan manifold tidak
stabil bergerak keluar dari titik ekuilibrium laten dan
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membentuk beberapa solusi periodik. Dinamika
saddle ini merepresentasikan dua kemungkinan pada
dinamika konsentrasi virus Corona, sitokin pro-
inflamasi, dan sitokin anti-inflamasi di sekitar titik
ekuilibrium laten. Kemungkinan pertama adalah
konvergen ke titik ekuilibrium laten yang berakibat
pada terpeliharanya fase laten infeksi virus Corona
dalam waktu yang lama ketika kondisi awal berada di
sekitar titik ekuilibrium laten, sehingga penularan
virus Corona dapat ditekan. Kemungkinan kedua
adalah keluar dari titik ekuilibrium laten dan
membentuk solusi periodik yang menandakan virus
Corona masih menginfeksi, sehingga peradangan
selalu terjadi. Inflamasi direspon oleh interaksi timbal
balik antara sitokin pro-inflamasi dan sitokin anti-
inflamasi yang membentuk suatu siklus. Ilustrasi
siklus yang lebih jelas dapat dilihat pada Gambar 2 (c).

Simulasi pada Gambar 2 (b) menggambarkan
dinamika stabil asimtotik lokal di sekitar titik

ekuilibrium laten ketika E < g. Dinamika konsentrasi

virus Corona, sitokin pro-inflamasi, dan sitokin anti-
inflamasi di sekitar titik ekuilibrium laten menuju titik
ekuilibrium laten ketika konsentrasi maksimum virus
Corona kurang dari rasio antara degradasi alami
sitokin pro-inflamasi dan laju peningkatan konsentrasi
sitokin pro-inflamasi yang disebabkan oleh virus
Corona. Hal ini merepresentasikan keadaan ketika fase
laten pada infeksi virus Corona bertahan untuk waktu
yang lama ketika kondisi awal berada di sekitar titik
ekuilibrium laten. Pada kondisi ini, penularan virus
Corona dapat ditekan, tetapi hanya untuk kondisi awal
yang berada di sekitar titik ekuilibrium laten.
b. Dinamika Global

Dinamika solusi sistem diperoleh dengan

menetapkan nilai parameter, sehingga memenuhi
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syarat cukup untuk menghasilkan dinamika stabil

asimtotik global dari titik ekuilibrium laten, yaitu g < pe

Nilai parameter pada simulasi ini sama dengan nilai
parameter dalam simulasi dinamika lokal, karena
mereka memiliki syarat cukup yang sama. Pada kasus
dinamika stabil asimtotik global, diperoleh titik
ekuilibrium laten adalah Eg,, = (0.727,1.189,0).
Simulasi dinamika solusi sistem disajikan pada Gambar
3.
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Gambar 3. Dinamika stabil asimtotik global dari Egas (a),
dinamika konsentrasi virus Corona terhadap waktu relatif
terhadap Egas (b), dinamika konsentrasi sitokin pro-inflamasi
terhadap waktu relatif terhadap Egas (c), dan dinamika
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konsentrasi sitokin anti-inflamasi terhadap waktu relatif terhadap
Egas (d).

Simulasi pada Gambar 3 menggambarkan
dinamika stabil asimtotik global dari titik ekuilibrium
laten. Simulasi tersebut merepresentasikan dinamika
konsentrasi virus Corona, sitokin pro-inflamasi, dan
sitokin anti-inflamasi yang menuju titik ekuilibrium
laten untuk waktu yang lama dan dengan kondisi awal

i, . 9 .
apa pun jika syarat cukup, yaitu E<; terpenuhi.

Dengan kata lain, fase laten infeksi virus Corona dapat
dipertahankan dalam waktu yang lama dan dengan
kondisi awal apapun jika konsentrasi maksimum virus
Corona kurang dari rasio antara degradasi alami
sitokin pro-inflamasi dan laju peningkatan konsentrasi
sitokin pro-inflamasi. disebabkan oleh virus Corona,
sehingga penularan virus Corona dapat ditekan.

SIMPULAN

Pada model matematika pertama, pengobatan yang
diterapkan pada sitokin anti-inflamasi pada saat terjadinya infeksi
virus Corona berpengaruh dalam mengurangi produksi sitokin pro-
inflamasi yang berperan sebagai pemicu terjadinya badai sitokin.
Pengobatan tersebut dapat berjalan optimal apabila syarat
eksistensi dan stabilitas asimtotik dari titik ekuilibrium bebas

badai sitokin atau pengobatan E, dipenuhi, yaitu Ghlip;:n < g <g
Y —an

atau tingkat maksimal pengobatan harus bernilai lebih dari

dan kurang dari % Terpenuhinya syarat tersebut akan mewujudkan

kondisi statis yang merepresentasikan konsentrasi sitokin pro-
inflamasi yang telah berkurang saat diterapkannya pengobatan,
sehingga memperkecil potensi terjadinya badai sitokin yang dapat
menyebabkan kematian.

Pada model matematika kedua, pengobatan yang diberikan
memberikan pengaruh dalam sistem respon inflamasi dengan
meningkatkan produksi sitokin anti-inflamasi yang berfungsi
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untuk mengurangi konsentrasi sitokin pro-inflamasi. Penurunan
konsentrasi  sitokin pro-inflamasi tersebut menyebabkan
berkurangnya resiko terjadinya badai sitokin akibat infeksi virus
Corona. Pengaruh tersebut dapat dicapai jika syarat cukup
eksistensi dan kestabilan lokal titik ekuilibrium bebas penyakit E,,
terpenuhi, yaitu konsentrasi sitokin pro-inflamasi bernilai kurang
dari konsentrasi maksimum sitokin pro-inflamasi pada keadaan

. . dzds—aza a
stabil, yaitu 0 < P* = 2222 < 4
aydy dq

Pada model matematika ketiga, titik ekuilibrium laten
merupakan suatu kondisi ketika infeksi virus Corona masih dalam
fase laten, sehingga orang yang terinfeksi tidak menularkan dan
tidak menunjukkan gejala. Konsentrasi maksimum virus Corona
harus kurang dari rasio antara degradasi alami sitokin pro-
inflamasi dan laju peningkatan konsentrasi sitokin pro-inflamasi
yang disebabkan oleh virus Corona untuk mempertahankan
kondisi laten infeksi virus Corona pada orang yang terinfeksi untuk
kondisi awal apa pun, sehingga penularan virus Corona dapat
ditekan.
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