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Abstrak 

Dalam artikel ini akan dikonstruksi ruang barisan melalui fungsi Orlicz komplementer dan selanjutnya 

didefinisikan normanya. Lebih lanjut akan disampaikan beberapa sifat norma, sifat kekonvergenan, dan sifat-𝐹𝐾 pada ruang barisan tersebut. 
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1.   Pendahuluan 

Untuk membahas masalah kekonvergenan pada suatu ruang barisan tidak terlepas dari pembahasan 

tentang norma, atau setidaknya metriks, yang terdefinisi pada ruang barisan tersebut. Norma atau metriks 

yang terbentuk tersebut biasanya terkait dengan cara ruang barisan tersebut dikonstruksi. Di dalam ruang 

barisan yang dilengkapi dengan norma Luxemburg, konstruksi norma ini terkait erat dengan cara 

pendefinisan ruang barisan tersebut dengan fungsi Orlicz, seperti yang dikerjakan didalam   

(Khusnussa’adah et al., 2019), (Haryadi et al., 2022) dan (Kustiawan et al., 2023). Sementara itu (Bakery 

et al., 2020) memperkenalkan konsep norm kuasi pada ruang barisan Orlicz. Perkembangan penelitian 

dalam ruang barisan Orlicz diantaranya ditelaah didalam (Kuldip et al., 2019) yang melakukan penelitian 

tentang dual pada ruang barisan Orlicz. Sekanjutnya, aplikasi mengenai ruang barisan Orlicz ditelaah 

didalam (Raj et al., 2018).  

Ruang barisan yang anggotanya semua barisan bernilai real dituliskan dengan 𝜔. Anggota 𝜔 

dituliskan 𝑥 = (𝑥𝑘) atau (𝑥𝑘)𝑘=1∞ . Ruang barisan yang suku-sukunya anggota 𝜔 dituliskan (𝑥𝑛)𝑛=1∞  

dimana 𝑥𝑛 = (𝑥𝑘𝑛)𝑘=1∞  untuk setiap 𝑛 = 1,2, ⋯. Seperti telah diketahui, fungsi Orlicz merupakan 

generalisasi fungsi | ⋅ |𝑝 dengan 1 < 𝑝 < ∞. Untuk 1 < 𝑝 < ∞, fungsi 𝑓𝑥 dengan 𝑓𝑥 = ∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘∞𝑘=1  untuk 

setiap 𝑦 = (𝑦𝑘) ∈ ℓ𝑞, merupakan fungsional linear pada  ruang barisan 𝑙𝑝 = {𝑥 ∈ 𝜔: ∑ |𝑥𝑘|𝑝∞𝑘=1 } 

((Malkowsky et al., 2000). Dari fungsional linear ini dapat dibentuk norma ‖⋅‖ dengan ‖𝑥‖ =sup∑ |𝑦𝑘|≤1∞𝑘=1 | ∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘∞𝑘=1 |.  
Dalam makalah ini akan dikonstruksi ruang barisan melalui fungsi Orlicz komplementernya. 

Selanjutnya akan dibentuk norma dan ditelaah beberapa sifat norma dan kekonvergenan pada ruang 

barisan tersebut. Oleh karena itu perlu disampaikan kembali beberapa pengertian dasar yang berkaitan 

dengan fungsi Orlicz. 

Fungsi 𝜙: ℝ → [0, ∞) dinamakan fungsi Orlicz jika kondisi-kondisi berikut dipenuhi: 𝜙 kontinu, 𝜙 

konveks, 𝜙(−𝑡) = 𝜙(𝑡)   dan lim𝑡→∞ 𝜙(𝑡) = ∞.  Untuk setiap fungsi Orlicz 𝜙 terdapat fungsi tidak 

turun  dan kontinu kanan 𝑝 sehingga 𝜙(𝑡) = ∫ 𝑝(𝑡)𝑡0 . Fungsi 𝜓 dimana 𝜓(𝑠) = sup{|𝑠|𝑡 − 𝜙(𝑡): 𝑡 ≥ 0} 

merupakan fungsi Orlicz dan dinamakan fungsi Orlicz komplementer 𝜙. Jika 𝜓 adalah fungsi Orlicz 

komplementer 𝜙 maka berlaku Ketaksamaan Young |𝑠𝑡| ≤ 𝜙(𝑡) + 𝜓(𝑠) untuk setiap bilangan real 𝑠 dan 𝑡. Ketaksamaan Young menjadi kesamaan jika 𝑠 = 𝑝(|𝑡|)𝑠𝑔𝑛(𝑡). Pembahasan fungsi Orlicz tersebut 

dapat diperoleh di dalam (Rao et al., 2002) dan (Musielak, 1983).  Fungsi 𝜙−1 dengan domain [0, ∞) 

adalah fungsi dengan definisi 𝜙−1(𝑠) = 𝑡 jika dan hanya jika 𝜙(𝑡) = 𝑠.  
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Salah satu teori penting dalam ruang barisan adalah teori ruang-𝐹𝐾 (Akdemir et al., 2022). Ruang 

barisan dinamakan ruang Frechet jika ruang barisan tersebut lengkap. Ruang barisan 𝑋 ⊆ 𝜔 dinamakan 

ruang-𝐾 jika untuk setiap 𝑘, pemetaan 𝑃𝑘: 𝑋 → ℝ   dengan 𝑃𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘 kontinu. Jika 𝑋 ruang 𝐾 dan 

sekaligus ruang Frechet, maka 𝑋 dinamakan ruang-𝐹𝐾.Selanjutnya, notasi 𝜌𝜙 menyatakan fungsi pada 

ruang barisan 𝜔 dengan definisi 𝜌𝜙(𝑥) = ∑ 𝜙(𝑥𝑘),        𝑥 = (𝑥𝑘)𝑘=1∞∞
𝑘=1  

Fungi 𝜌𝜙 tersebut merupakan modular pada 𝜔 (Haryadi et al., 2022). 

 

 

2.   Pembahasan  

Diberikan fungsi Orlicz 𝜙 dan fungsi Orlicz kompelenternya 𝜓. Dibentuk himpunan barisan ℓ𝜙∗  sebagai 

berikut: ℓ𝜙∗ = {(𝑥𝑘)𝑘=1∞ ∈ 𝜔: |∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘  ∞
𝑘=1 | < ∞  untuk setiap  (𝑦𝑘)𝑘=1∞  dengan  ∑ 𝜓(𝑦𝑘)∞

𝑘=1 < ∞}. 
 

Teorema 1.  Himpunan ℓ𝜙∗  merupakan ruang linear. 

 

Bukti: Diambil sebarang 𝑥, 𝑧 ∈ ℓ𝜙∗  dan barisan (𝑦𝑘)𝑘=1∞  dengan  ∑ 𝜓(𝑦𝑘)∞𝑘=1 < ∞. Jadi |∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘  ∞𝑘=1 | < ∞ 

dan |∑ 𝑧𝑘𝑦𝑘  ∞𝑘=1 | < ∞.  Diperoleh  | ∑ (𝑥𝑘 + 𝑧𝑘)𝑦𝑘 |≤| ∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘 |+| ∑ 𝑧𝑘𝑦𝑘|∞𝑘=1∞𝑘=1 <∞ ∞𝑘=1 , yang berarti   𝑥 + 𝑧 ∈ ℓ𝜙∗ .  

(Untuk sebarang bilangan real 𝛼, | ∑ 𝛼𝑥𝑘𝑦𝑘|= 𝛼| ∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘∞𝑘=1 |∞𝑘=1 < ∞, yakni 𝛼𝑥 ∈ ℓ𝜙∗ . 

 

Himpunan ℓ𝜙 = {(𝑥𝑘)𝑘=1∞ ∈ 𝜔: ∑ 𝜙(𝑥𝑘) < ∞∞𝑘=1 } merupakan himpunan bagian ℓ𝜙∗ , sebab jika ∑ 𝜙(𝑥𝑘) < ∞∞𝑘=1  dan ∑ 𝜓(𝑦𝑘)∞𝑘=1 < ∞ maka berdasarkan Ketaksamaan Young |∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘∞
𝑘=1 | ≤ ∑|𝑥𝑘𝑦𝑘| ≤∞

𝑘=1 ∑ 𝜙(𝑥𝑘)∞
𝑘=1 + ∑ 𝜓(𝑦𝑘) < ∞∞

𝑘=1 . 
 

Selanjutnya dibentuk fungsi ‖⋅‖𝜙: 𝜔 → [0, ∞) dengan definisi ‖𝑥‖𝜙 = sup∑ 𝜓(𝑦𝑘)≤1∞𝑘=1 |∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘∞𝑘=1 |    (1) 

 

Teorema 2. Jika 𝑥 = (𝑥𝑘)𝑘=1∞ ∈ ℓ𝜙∗  maka ‖𝑥‖𝜙 < ∞. 

Bukti: Diandaikan tidak benar bahwa ‖𝑥‖𝜙 < ∞. Jadi untuk setiap 𝑛 ada barisan  𝑦𝑛 = (𝑦𝑘𝑛)𝑘=1∞  dengan ∑ 𝜓(𝑦𝑘𝑛) ≤ 1∞𝑘=1  sehingga  ∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘𝑛 ≥ 2𝑛 .∞
𝑘=1  

Dibentuk barisan 𝑧𝑛 = (𝑧𝑘𝑛)𝑘=1∞  dengan 𝑧𝑘𝑛 = 𝑛2𝑛 𝑦𝑘𝑛  untuk setiap 𝑘. Dengan menggukan sifat kekonveksan 𝜓 diperoleh  ∑ 𝜓(𝑧𝑘𝑛) = ∑ 𝜓 ( 𝑛2𝑛 𝑦𝑘𝑛) ≤∞
𝑘=1

∞
𝑘=1

𝑛2𝑛 ∑ 𝜓(𝑦𝑘𝑛) ≤ 1.∞
𝑘=1  

Oleh karena itu ∑ 𝑥𝑘𝑧𝑘𝑛 = ∞
𝑘=1 ∑ 𝑥𝑘 ⋅ 𝑛2𝑛 𝑦𝑘𝑛 ≥ 𝑛.∞

𝑘=1  

Dengan demikian (𝑥𝑘)𝑘=1∞  ∉  ℓ𝜙∗ , kontradiksi dengan kenyataan bahwa (𝑥𝑘)𝑘=1∞ ∈ ℓ𝜙∗ .  
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Teorema 3. Diberikan fungsi Orlicz 𝜙. Fungsi ‖⋅‖𝜙 seperti yang dinyatakan dalam persamaan (1) 

merupakan norma, yakni 

(1) ‖𝑥‖𝜙 = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝜃; 

(2) ‖𝛼𝑥‖𝜙 = 𝛼‖𝑥‖𝜙 untuk setiap 𝑥 ∈ ℓ𝜙∗  dan sebarang bilangan real 𝛼; 

(3) ‖𝑥 + 𝑦‖𝜙 ≤ ‖𝑥‖𝜙 + ‖𝑦‖𝜙 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈    ℓ𝜙∗ . 

 Selanjutnya ‖⋅‖𝜙 dinamakan norma-𝜙. 

 

Bukti: Persyaratan (i) ‖𝜃‖𝜙 = 0, (ii) dan (iii) diperoleh langsung dari definisi ‖⋅‖𝜙. Selanjutnya akan 

dibuktikan bahwa ‖𝑥‖𝜙 = 0 berakibat 𝑥 = 𝜃. 

Misalkan ‖𝑥‖𝜙 = 0, yang berarti sup∑ 𝜓(𝑦𝑘)≤1∞𝑘=1 |∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘∞𝑘=1 | = 0. Diambil barisan (𝑦𝑘)𝑘=1∞  dengan 𝑦𝑘 = 𝜓−1 ( 12𝑘)  𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑘). Diperoleh ∑ 𝜓(𝑦𝑘)∞𝑘=1 = ∑ 12𝑘 ≤ 1∞𝑘=1 . Dengan demikian ∑|𝑥𝑘|∞
𝑘=1 𝜓−1 ( 12𝑘) = |∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘∞

𝑘=1 | ≤ sup∑ 𝜓(𝑦𝑘)≤1∞𝑘=1 |∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘∞
𝑘=1 | = 0. 

Karena 𝜓−1 ( 12𝑘) > 0 untuk setiap 𝑘 maka 𝑥𝑘 = 0 untuk setiap 𝑘, yang berarti 𝑥 = 𝜃. 

 

Lemma 4. Jika ‖𝑥‖𝜙 ≤ 1 dan 𝑦𝑘 = 𝑝(|𝑥𝑘|)𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑘)  maka 𝜌𝜓(𝑦) ≤ 1. 

 

Bukti:Diketahui ‖𝑥‖𝜙 ≤ 1. Untuk 𝑥 = 𝜃 jelas bahwa 𝜌𝜓(𝑦) ≤ 1. Untuk 𝑥 ≠ 𝜃,  

diisalkan 𝜌𝜓(𝑦) > 1. Karena 𝜓 konveks, maka ∑ 𝜓 ( 𝑦𝑘𝜌𝜓(𝑦))∞
𝑘=1 ≤ 1𝜌𝜓(𝑦) ∑ 𝜓(𝑦𝑘)∞

𝑘=1 = 1. 
Oleh karena itu |∑ 𝑥𝑘 𝑦𝑘𝜌𝜓(𝑦)∞𝑘=1 | ≤ ‖𝑥‖𝜙, yakni 

∑ |𝑥𝑘|𝑝(|𝑥𝑘|)∞
𝑘=1 = |∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘∞

𝑘=1 | ≤ ‖𝑥‖𝜙𝜌𝜓(𝑦). 
Akibatnya 𝜌𝜓(𝑦) = ∑ 𝜓(𝑦𝑘)∞

𝑘=1 < ∑ 𝜙(𝑥𝑘)∞
𝑘=1 + ∑ 𝜓(𝑦𝑘)∞

𝑘=1 = ∑|𝑥𝑘|𝑝(|𝑥𝑘|)∞
𝑘=1 ≤ ‖𝑥‖𝜙𝜌𝜓(𝑦) 

 

sehingga diperoleh ‖𝑥‖𝜙 > 1, kontradiksi dengan yang diketahui. 

 

Teorema 5. Jika ‖𝑥‖𝜙 ≤ 1 maka 𝜌𝜙(𝑥) = ∑ 𝜙(𝑥𝑘)∞𝑘=1 ≤ ‖𝑥‖𝜙. 

Bukti: Diambil 𝑦𝑘 = 𝑝(|𝑥𝑘|)𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑘). Berdasarkan Lemma 4, ∑ 𝜓(𝑦𝑘)∞𝑘=1 ≤ 1, sehingga berlaku ∑ 𝜙(𝑥𝑘)∞
𝑘=1 ≤ ∑ 𝜙(𝑥𝑘)∞

𝑘=1 + ∑ 𝜓(𝑦𝑘)∞
𝑘=1 = ∑|𝑥𝑘𝑦𝑘|∞

𝑘=1 ≤ ‖𝑥‖𝜙. 
 

Teorema 6. Jika ‖𝑥‖𝜙 ≠ 0 maka 𝜌𝜙 ( 𝑥‖𝑥‖𝜙) ≤ 1. 

Bukti: Karena ‖ 𝑥‖𝑥‖𝜙‖𝜙 ≤ 1 maka berdasarkan Teorema 5 diperoleh hasil tersebut. 

 

Teorema 7. (Ketaksamaan Holder) 

Jika 𝑥 ∈ ℓ𝜙 dan 𝑦 ∈ ℓ𝜓 maka |∑ 𝑥𝑘𝑦𝑘∞𝑘=1 | ≤ ‖𝑥‖𝜙‖𝑦‖𝜓. 

Bukti: Karena 𝜌𝜓 ( 𝑦‖𝑦‖𝜓) ≤ 1 maka berdasarkan definisi norma-𝜙, |∑ 𝑥𝑘 𝑦𝑘‖𝑦‖𝜓∞𝑘=1 | ≤ ‖𝑥‖𝜙, sehingga 

diperoleh ketasamaan tersebut. 
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Selanjutnya akan diperkenalkan konsep kekonvergenan barisan di dalam ruang barisan Orlicz. Barisan (𝑥𝑛)𝑛=1∞  dikatakan konvergen-𝜌𝜙 ke 𝑥 jika  lim𝑛→∞ ∑ 𝜙(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘) = 0.∞𝑘=1  

 

Teorema 8. Jika lim𝑛→∞‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0 maka (𝑥𝑛)𝑛=1∞  konvergen-𝜌𝜙 ke 𝑥. 

 

Bukti: Diambil sebarang 𝜀 dengan  0 < 𝜀 < 1. Terdapat bilangan asli 𝑁 sehingga ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀 jika 𝑛 ≥ 𝑁. Berdasarkan Teorema 5, untuk 𝑛 ≥ 𝑁 ∑ 𝜙(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘) ≤∞
𝑘=1 ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀 

yang berarti (𝑥𝑛)𝑛=1∞  konvergen 𝜌𝜙 ke 𝑥. 

 

Teorema 9. Ruang ℓ𝜙∗  merupakan ruang lengkap. 

 

Bukti: Misalkan (𝑥𝑛)𝑛=1∞  barisan Cauchy di dalam ℓ𝜙∗ , yakni ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖𝜙 → 0 jika 𝑛, 𝑚 → ∞. Diambil 

sebarang 𝜀 > 0. Ada bilangan asli 𝑁 sehingga untuk 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁 berlaku ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖𝜙 < 𝜀3 

Jadi untuk setiap barisan (𝑦𝑘)𝑘=1∞  dengan ∑ 𝜓(𝑦𝑘) ≤ 1∞𝑘=1  berlaku |∑(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘𝑚)𝑦𝑘∞
𝑘=1 | < 𝜀3 . 

Diambil barisan (𝑧𝑘)𝑘=1∞  dengan 𝑧𝑘 = |𝑦𝑘|𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘𝑚); jadi ∑ 𝜓(𝑧𝑘) ≤ 1∞𝑘=1  Oleh karena itu ∑ |(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘𝑚)𝑦𝑘|∞
𝑘=1 = |∑(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘𝑚)𝑧𝑘∞

𝑘=1 | < 𝜀3. 
Dengan demikian |𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘𝑚| → 0 untuk setiap 𝑘 jika 𝑛. 𝑚 → ∞, yakni (𝑥𝑘𝑛)𝑛=1∞  merupakaan barisan 

Cauchy di dalam ℝ. Oleh karena itu ada 𝑥𝑘 sehingga 𝑥𝑘𝑛 → 𝑥𝑘 jika 𝑛 → ∞. Diambil bilangan asli tetap 𝑚 ≥ 𝑁 dan dibentuk barisan 𝑥 = (𝑥𝑘)𝑘=1∞ . Akibatnya |∑(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘)𝑦𝑘∞
𝑘=1 | ≤ |∑(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘𝑚)𝑦𝑘∞

𝑘=1 | + |∑(𝑥𝑘𝑚 − 𝑥𝑘)𝑦𝑘∞
𝑘=1 | < 2𝜀3 . 

Karena hal tersebut berlaku untuk sebarang barisan (𝑦𝑘)𝑘=1∞  dengan ∑ 𝜓(𝑦𝑘) ≤ 1∞𝑘=1 , maka ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝜙 = sup∑ 𝜓(𝑦𝑘)≤1∞𝑘=1 |∑(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘)𝑦𝑘∞
𝑘=1 | < 𝜀 

yakni (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 = (𝑥𝑘)𝑘=1∞ . 

 

Teorema 10. Ruang ℓ𝜙∗  merupakan ruang-𝐾, yakni pemetaan proyeksi 𝑃𝑘: ℓ𝜙∗ → ℝ dengan 𝑃𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘  

kontinu. 

 

Bukti: Diketahui barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 ∈ ℓ𝜙∗ , yakni ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝜙 → 0 jika 𝑛 → ∞. Diambiil 

sebarang 𝜀 sehingga 0 < 𝜀 < 1. Terdapat bilangan asli 𝑛0 sehingga ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝜙 < 𝜀 jika 𝑛 ≥ 𝑛0. 

Berdasarkan Lemma 4, dengan membentuk barisan 𝑦 = (𝑦𝑘) dengan 𝑦𝑘 = 𝑠𝑔𝑛(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘), 𝑘 = 1,2, ⋯  
diperoleh 𝜌(𝑦) ≤ 1. Oleh karena itu |∑(𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘)𝑦𝑘∞

𝑘=1 | = ∑ |𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘|∞
𝑘=1 < 𝜀 

dan berakibat |𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘| < 𝜀 untuk setiap 𝑘 = 1,2, ⋯ dan 𝑛 ≥ 𝑛0. Ini berarti 𝑥𝑘𝑛 → 𝑥𝑘 jika 𝑛 → ∞, yakni 𝑃𝑘 kontinu. 

 

Berdasakan hasill pada Teorema 9 dan 10, ruang barisan ℓ𝜙∗  dengan norma-𝜙 merupakan ruang 𝐹𝑟𝑒𝑐ℎ𝑒𝑡 sekaligus ruang-𝐾. Dengan demikian diperoleh teorema berikut. 
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Teorema 11.  Ruang ℓ𝜙∗  merupakan ruang-𝐹𝐾. 

 

 

3.   Simpulan  

Untuk sebarang fungsi Orlicz 𝜙, dapat dibentuk ruang barisan dengan menggunakan fungsi Orlicz 

kompelementernya 𝜓. Ruang yang terbentuk dilengkapi dengan norma-𝜙 berupakan ruang lengkap. 

Lebih lanjut, ruang barisan tersebut merupakan ruang-𝐹𝐾. 
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